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Nomenclatura

A Matriz de coeficientes para un LSP

b; Cota para la i-ésima restriccion de un OP

cat(xz, P) Categoria de la soluciéon = en la poblacion P

cr Vector de constantes reales para un LPP

d(P) conjunto de distancias al 6ptimo global para el TSP

6T (P) conjunto de distancias a la poblacién

§(xz, P) distancia media de una solucién a la poblacion

(o)

(
(2p,xq) distancia, similitud, bondad entre dos soluciones
d(i,j) o d;; distancia entre ciudades v; y v,

E Conjunto de arcos de G

n Entero positivo para la construcciéon de conjuntos maximales dispersos
f(z)  Funcion objetivo de un OP

G Grafo completo del TSP

~vi(x) i-ésima restriccion de un OP

~v(z)  Restricciones de un MOP

h(i,7) o hi; Funcién vectorial que asigna costos a los arcos de G

k Numero de funciones objetivos

A Vector de peso para las funciones de escalarizacion
A Conjunto de vectores de peso

A i-ésimo elemento del vector de peso A

(i,j) Camino del vértice v; a v;
L(P) conjunto de soluciones de una poblacion
I(x)  Longitud de un tour

m Numero de restricciones de un OP



m Numero de restricciones

NF(P) Frontera no dominada de una poblacion P

R” Conjunto de los reales en el espacio n dimensional
X Espacio de decisiéon

Xy Conjunto de soluciones factibles de un MOP

Y Espacio objetivo

Y, Conjunto de vectores objetivos factibles de un MOP
Z Espacio de soluciones alcanzables de MOP

2(f) Dominio de la funciéon f

n Numero de ciudades de G

P Poblacion de soluciones

P(e) e mejores soluciones de P

p Coeficiente de correlacion

rng(z, P) Rango de la solucion z en la poblacion P

SaTen,  Funcién de escalarizacion de sumas ponderadas aumentada de Tcheby-
cheff

Sws Funcién de escalarizacion de sumas ponderadas

7(A}, M) Distancia manhattan entre los vectores de peso A! y \/
7(2%,2%) Distancia manhattan entre los vectores de peso z¢ y 27
1% Conjunto de vértices o ciudades de G

v; i-ésima. ciudad de G

w Numero de fila de A

x* solucién 6ptima
T tour, recorrido, solucién del TSP
Zq g-ésima solucién

x>z’ x domina o es igual a x’
z =2’ x domina a z’
z* Solucién ideal de un MOP

z Solucién alcanzable de un MOP



Resumen

El presente trabajo estudia la topologia del espacio de soluciones del Proble-
ma del Cajero Viajante o Traveling Salesman Problem (TSP) en un contexto
de optimizaciéon Bi-Objetivo de minizacion. Para el analisis, se introducen los
conceptos de categoria y rango de una solucién, los cuales relacionan a una
solucién en el espacio con el conjunto de soluciones no dominadas. Los resul-
tados obtenidos son congruentes con la conjetura de un espacio de soluciones
globalmente convexo del TSP Bi-Objetivo.

Palabras Claves: Problema del Cajero Viajante, Optimizacién Multiobjetivo,
Convexidad Global.



Capitulo 1

Introduccion

Las metaheuristicas conforman una familia de algoritmos de optimizacién que
constituyen hoy en dia la mejor opcién para resolver problemas muy complejos.
Estos algoritmos tratan de combinar métodos heuristicos béasicos en paradig-
mas de alto nivel orientados a explorar efectiva y eficientemente el espacio de
busqueda [16]. El término metaheuristica deriva de la composicion de dos pa-
labras griegas, heuristica deriva del verbo heuriskein que significa "encontrar",
mientras el prefijo meta significa "mas alla, en un nivel superior".

Esta clase de algoritmos incluye a, Optimizaciéon por Colonia de Hormigas
(Ant Colony Optimization, ACO), Algoritmos Evolutivos (FEwvolutionary Algo-
rithms, EC), Busqueda Local Iterativa (Iterated Local Search, ILS), Templado
Simulada (Simulated Annealing, SA), Busqueda Tabu (Tabu Search, TS), por
citar algunos [10].

El area de investigacion sobre metahueristicas ha evolucionado sobre la base
de prueba y error [13], motivado en mejorar las soluciones de un problema dado,
y no en identificar las razones de los éxitos y fracasos de estos algoritmos.

El Problema del Cajero Viajante o TSP, del inglés Traveling Salesman Pro-
blem, ha sido utilizado como problema de prueba o benchmark para estudiar el
comportamiento de muchas metahueristicas.

En [1], [2] y [3] se han realizado estudios del espacio de soluciones del TSP.
Estos estudios consistieron en hallar 6ptimos locales mediante distintos algorit-
mos de busqueda local, para luego analizar los resultados obtenidos e intentar
entender la estructura del TSP para las instancias estudiadas. Estos trabajos
fueron realizados de una manera més sistematica en [5], donde se obtuvieron
muestras del espacio de buisqueda para compararlas con la solucién 6ptima y
con otras soluciones factibles; con eso en mente, se utilizé6 una heuristica de
optimizacion local, y muestras de soluciones uniformemente distribuidas en el
espacio de soluciones para cada problema estudiado. Los resultados experimen-
tales de todos estos trabajos indican la existencia de una estructura globalmente
convexa del espacio de soluciones del TSP.

La convexidad global no es convexidad en un sentido estricto [13], pero puede
ser usada para denotar la observaciéon empirica de que los mejores 6ptimos
locales se encuentran mayormente juntos en una pequena parte del espacio de
soluciones, el cual podria o no incluir al 6ptimo global. Las metaheuristicas
explotan esto concentrando la busqueda en esa parte del espacio de soluciones.

Se han realizado estudios sobre el espacio de soluciones del TSP Bi-Objetivo



en [4], donde se propone un enfoque para lidiar con problemas de optimizacién
multiobjetivo, presentando a los algoritmos de busqueda local como punto de
referencia para comparar el rendimiento de metaheuristicas en problemas de
optimizacién combinatoria multiobjetivo.

En [13] se present6 un estudio de la convexidad global para el TSP de tres
objetivos mediante la utilizaciéon de funciones de escalarizacion, que asignan a
cada solucion un namero, indicando la calidad de la solucién. Las funciones
utilizadas consistieron en el weighted sums scalarizing function y el augmen-
ted Tchebycheff scalarizing function; mediante estas herramientas se pudo de-
mostrar experimentalmente la presencia de convexidad global para instancias
del TSP de tres objetivos.

El presente trabajo, realiza un estudio de la estructura del espacio de solu-
ciones del TSP Bi-Objetivo de una manera més practica que la realizada en
[13], mediante la introduccion de dos métricas de calidad, la categoria de una
soluciéon y el rango de una solucién. El primero relaciona a una solucién con
el niimero de soluciones que la dominan; y el segundo establece una jerarquia
entre las soluciones. Para dicho estudio fueron creadas instancias con 7, 8, 9
y 10 ciudades, con las que se realizd6 una busqueda exhaustiva para hallar el
universo de soluciones de los mismos. Luego, se utilizaron problemas de 100 y
150 ciudades, y, se trabajé con subconjuntos de soluciones de cada instancia.

Si la convexidad global existe, esta puede ser utilizada para la creacion de
nuevas metaheuristicas y explicar el funcionamiento de otras ya usadas con éxito
en la actualidad.

El resto del trabajo queda organizado de la siguiente manera, en el capitulo 2
se define el TSP y se introduce la notacién que se usara durante todo el trabajo.
El capitulo 3 introduce el campo de la optimizacién convexa, y el concepto de
convexidad global. En el capitulo 4 se presentan los problemas de optimizacién
multiobjetivo junto con el TSP Bi-Objetivo y su formulacion. En la seccion 5
se define la metodologia de trabajo, las herramientas utilizadas y los resultados
obtenidos. En el capitulo 6 se dan las conclusiones obtenidas y direcciones para
trabajos futuros.



Capitulo 2

El Problema del Cajero
Viajante

Un miembro prominente del rico conjunto de problemas de optimizacién combi-
natoria es indudablemente el TSP. Este problema tiene una larga historia, con
referencias desde el siglo XIX y es uno de los pocos problemas matematicos que
aparece frecuentemente en la prensa cientifica e inclusive en diarios [8].

El estudio de este problema ha atraido a muchos investigadores de diferen-
tes campos, e.g., Matematica, Investigacién de Operaciones, Fisica, Biologia e
Inteligencia Artificial y existe una vasta literatura en el tema. Esto se debe a
que, aunque es facil de formularlo, exhibe todos los aspectos complejos de un
problema de optimizacién combinatoria. E1 TSP ha servido y continua sirviendo
como problema de prueba para distintos algoritmos, como Busqueda Local (Lo-
cal Search), Templado Simulado (Simulated Annealing), Busqueda Tabu ( Tabu
Search), Redes Neuronales (Neural Networks) y Computacion Evolutiva (Evo-
lutionary Computation), por citar algunos de ellos [10].

ElL TSP no es interesante solamente desde un punto teérico, sino que muchas
aplicaciones practicas pueden ser modeladas como una variante del mismo, y por
ende, existe una tremenda necesidad de algoritmos que lo resuelvan. Dadas las
multiples areas de aplicacién, también hay una amplia coleccién de algoritmos
para tratar los casos especiales.

En las dos ultimas décadas, un enorme progreso se ha alcanzado en la re-
soluciéon del TSP. Este progreso es debido parcialmente al creciente avance del
poder de computo de las computadoras, pero sobre todo fue posible al desarro-
llo de una teoria matemaética y de algoritmos eficientes. Aun considerando estos
logros, el TSP esté lejos de ser resuelto; muchos aspectos del problema todavia
necesitan ser considerados y preguntas todavia necesitan ser satisfactoriamente
respondidas.

Problemas con algunos cientos de ciudades son todavia dificiles de resolver
para los algoritmos de hoy en dia y requieren horas de procesamiento en super-
computadores. Esto es facil de comprender si consideramos que en un problema
de tan s6lo 100 ciudades existen del orden de 10'°° recorridos posibles. Ademas,
el crecimiento del nimero de recorridos en funcién al nimero de ciudades es
exponencial, poniendo al TSP en la categoria de problemas .4 #-hard [12].

El TSP puede ser representado por un grafo G = (V, E) donde V' = {v;} es



el conjunto de vertices o ciudades con cardinalidad |V| =mn, y
E={(j) | Yv,v; €V v #v;}

es el conjunto de arcos que tiene asociado para cada par de ciudades (7, j), una
distancia d(i, j) o simplemente d;;. La solucién del TSP es conocida como tour
(recorrido), que representaremos con z, y estd dada por un conjunto ordenado
de n arcos que contiene a todas las ciudades, esto es, © = ((1,2),(2,3),...,(n—
1,n),(n,1)). Esto es un circuito hamiltoniano |9]. Cada tour tiene asociado una
longitud formada por la suma de cada uno de sus arcos.

Definicion 2.1 Longitud de un tour x.
l(x)=>Y"_,d;j donde (i,j)€ .

Sean x1 y zo dos soluciones, entonces decimos que x; = 3 si y solo si, todo
arco (i,7) de z7 es también un arco de z2. En consecuencia {(z1) = I(z2).

El objetivo del TSP es hallar un tour o circuito Hamiltoniano = de longitud
minima.

Un problema para el cual d;; = d;; es conocido como TSP simétrico. En este
contexto, dados dos tours x1 y x2, la distancia §(z1, z2) entre dos soluciones se
define como n menos la cantidad de arcos comunes a ambos tours [11].

Definicién 2.2 Distancia, similitud o bondad entre dos soluciones x, y 4.
6(xp,zq) =n—[{(i,7) | (i,]) € zp, g}

Definicion 2.3 Una poblacion P es un conjunto de soluciones de cardinalidad
|P|.

P ={x1,22,...,2p} donde cada elemento corresponde a una solucion vdl-
ida, también denominado tour en adelante.



Capitulo 3

Optimizacion Convexa

La optimizacion convexa es una clase especial de problemas de optimizacién
matematica, la cual incluye a problemas de minimos cuadrados y programacién
lineal. Es bien sabido que los minimos cuadrados y la programacién lineal poseen
una teoria bien completa, surgen en una variedad de aplicaciones, y pueden ser
resueltos numéricamente de forma muy eficiente.

Mientras que las matematicas de la optimizacion convexa a sido estudiada
durante mas de un siglo, varios progresos han estimulado un nuevo interés en el
topico. El primero de ellos, es el reconocimiento de que los métodos de punto-
interior, desarrollados en los ochentas para resolver problemas de programacién
lineal, pueden ser usados también para resolver problemas de optimizacién con-
vexa.

Como segundo avance aparece el descubrimiento de que los problemas de op-
timizacion convexa (més alla de los minimos cuadrados y programacion lineal)
prevalecen mas en la practica de lo que era pensado. Desde 1990 [17] muchas
aplicaciones han sido descubiertas en areas como sistemas de control automa-
tizado, procesamiento de senales, comunicaciones y redes, diseno de circuitos
electronicos, analisis de datos y modelado, estadisticas y finanzas. La opti-
mizaciéon convexa también posee aplicaciones en optimizacién combinatoria y
optimizaciéon global, donde es usado para encontrar cotas para el valor éptimo,
asi como aproximar soluciones.

Hay muchas ventajas en reconocer o formular un problema como un proble-
ma de optimizacién convexa. La ventaja mas simple es que el problema puede ser
resuelto de forma muy confiable y eficiente, usando métodos de punto-interior
u otros métodos para optimizacion convexa[17]. Estos métodos son lo suficien-
temente confiables como para ser insertados en herramientas CAD (Computer
Aided Design), o inclusive en sistemas automatizados de control de tiempo real.

3.1 Optimizaciéon Matemaéatica

Un problema de optimizacion matemdtica, problema de optimizacién o simple-
mente OP (del inglés, Optimization Problem), se define de la siguiente manera:

Definicién 3.1 Dado un vector x = (x1,...,2y,), definimos un problema de



optimizacion como:

Minimizar f(x)
sujeto a vi(x) <b;, i=1,...,m

donde x es la variable de optimizacién o variable de decisiéon del problema,
la funcion f : R® — R es la funcion objetivo, las funciones v; : R — R,
i=1,...,m son las funciones de restriccion, y las constantes by, ..., b, son los
limites o cotas de las restricciones.

Por lo general se considera familias o clases de problemas de optimizacién,
caracterizados por formas particulares de la funcién objetivo y las restricciones.
Dos de estas clases son los problemas de minimos cuadrados y programacién
lineal.

3.1.1 Minimos Cuadrados

Un problema de minimos cuadrados o LSP (del inglés Least-Squares Problem)

es un problema de optimizacién sin restricciones (i.e., m = 0) con una funcion

objetivo obtenida como la suma de los cuadrados de los términos en la forma

alz —b;.

Definicion 3.2 Sea A € RY*™ (con w > n) la matriz de coeficientes y x la

variable de decision, definimos un problema de minimos cuadrados como:
Optimizar f(z) = ||Az —b||? = 31" (T2 — b;)?

i= 7
donde al son las filas de A.

El problema de minimos cuadrados es la base para el analisis de regresion,
control 6ptimo, y muchos métodos de estimaciéon de pardmetros y anélisis de
datos.

Reconocer un problema de optimizaciéon como un problema de minimos
cuadrados es muy directo; solamente necesitamos verificar que la funcién ob-
jetivo es una funcién cuadréatica.

Existen buenos algoritmos para resolver LSPs con mucha certeza y muy alta
confiabilidad. El LSP puede ser resuelto en un tiempo aproximadamente propor-
cional a n?w. Una computadora de escritorio puede resolver un LSP con cientos
de variables, y miles de términos, en unos cuantos segundos; computadores mas
poderosos pueden resolver problemas mas grandes, o del mismo tamano, mucho
mas rapido (atin mas, estos tiempos disminuirdn exponencialmente en el futuro,
segin la ley de Moore). Algoritmos y software para resolver problemas de mini-
mos cuadrados son lo suficientemente confiables para optimizacion en sistemas
empotrados [17].

Para problemas extremadamente grandes (digamos, millones de variables),
o para problemas con requerimientos de computaciéon en tiempo real precisos,
resolver un problema de minimos cuadrados puede ser un reto. Pero en la mayo-
ria de los casos, podemos decir que los métodos existentes son muy efectivos, y
extremadamente confiables. Ademés, podemos decir que resolver problemas de
minimos cuadrados es una tecnologia madura, que puede ser usada por muchas
personas que no saben, y que no necesitan saber los detalles.



3.1.2 Programacién Lineal

Otra clase importante de problemas de optimizacion es la programacién lineal
o LPP (del inglés Linear Programming Problem), en el cual la funcién objetivo
y todas las restricciones son lineales.

Definicion 3.3 Sea z el vector de decision, definimos un problema de progra-
macion lineal como:

Optimizar c 'z
sujeto a alz <b;, i=1,....m
Los vectores c,aq,...,a, € R™ y los escalares by, ..., b, € R son pardmetros

del problema que especifican la funcion objetivo y las restricciones.

No existe una férmula analitica simple para resolver un problema de progra-
macion lineal (asi como lo hay para minimos cuadrados), pero existe una va-
riedad de métodos muy efectivos para resolverlo, incluyendo al método simplex
de Dantzig, y los mas recientes métodos de punto interior. Como no podemos
dar un nimero exacto de operaciones aritméticas requeridas para resolver un
programa lineal (como se puede para minimos cuadrados), podemos estable-
cer cotas sobre el nimero de operaciones requeridas para resolver un programa
lineal, con una precision dada, usando un método de punto interior. La com-
plejidad en la practica es del orden n?m (aumiendo m > n); estos algoritmos
son muy confiables, aunque tal vez no tanto como los métodos para minimos
cuadrados. Podemos resolver facilmente problemas con cientos de variables y
miles de restricciones en una computadora de escritorio en unos segundos.

Como ocurre con los minimos cuadrados, atn es todo un reto resolver pro-
gramas lineales muy grandes, o con requerimientos de tiempo real precisos. Pero,
también podemos decir que resolver problemas de programacién lineal es una
tecnologia madura. Los resolvedores"de programas lineales pueden ser (y son)
insertados en muchas herramientas y aplicaciones.

3.2 Optimizacién Convexa

Antes de definir un problema de optimizacion convexa o COP (del inglés Con-
vex Optimization Problem) presentamos dos definiciones fundamentales para la
teoria de la optimizacion.

Definicion 3.4 Sea C' un subconjunto de R", i.e. C C R"™, decimos que C es
CONVETO St
ar+(1—a)yeC, Va,yeC, Yael0,1]

Un conjunto es convexo si cada punto en el conjunto puede ser visto por
otro punto del conjunto a lo largo de un camino recto sin obstruccién entre
ellos, donde sin obstruccion se refiere a la pertenencia al conjunto. La figura 3.1
muestra algunos conjuntos convexos y no convexos [14].

Definicion 3.5 Sea C un conjunto convexo de R™. Una funcion f:C — R es
convexa si

flax+ (1 - a)y) < af(@) + (1 - a)f(y), VYeyeC. Vaelol]
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Figura 3.1: Tlustracion de la definicién de un conjunto convexo. Para la convexi-
dad, la interpolacién lineal entre dos puntos del conjunto debe de ser un punto
en el conjunto.

La funcion f es concava si —f es convexa. Para una funcion f : R" — R,
decimos que [ es convexa para el conjunto C si se cumple la inecuacion de
arriba.

Geomeétricamente, esta desigualdad significa que el segmento de linea entre
(x, f(x)) v (y, f(y)), se encuentra sobre el grafico de f en la figura 3.2 [14].

A

o fix) + (1 = al fiy)

Figura 3.2: Ilustracion de la definicién de una funcién convexa. La interpolacion
lineal af (z) + (1 — ) f(y) sobreestima el valor de la funcion f(az + (1 — a)y).
Notese que el dominio de la funcién debe ser un conjunto convexo.

Una funciéon f es estrictamente conveza si una desigualdad estricta se da en
la definicion 3.5. Asi mismo decimos que f es estrictamente concavo, si —f es
estrictamente convexo.

También decimos que una funcién es convexa si y solo si es convexa cuando
estd restringida a alguna linea que intersecta su dominio. En otras palabras f es
convexa si y solo si Vo € Z(f) y Vv € R, la funcion g(t) = f(x + tv) es convexa
(en su dominio, {¢t | z+tv € Z(f)}). Esta propiedad es muy util, porque nos
permite verificar si una funcion es convexa, restringiendola a una linea.



Las siguientes proposiciones dan otras maneras de reconocer funciones con-
vexas [14].

1. Una funcién lineal es convexa.
2. Un vector normal es convexo.

3. La suma ponderada de funciones convexas, con pesos positivos, es convexa.

Definicion 3.6 Sea = el vector de decision, definimos un problema de opti-
mizacion convexra como:

Optimizar f(x)
sujeto a vi(z) <b;, i=1,...,m

donde las funciones f,v1,...,vm : R™ — R son convexas.

Minimos cuadrados (def. 3.2) y programacion lineal (def. 3.3) son casos es-
peciales del problema de optimizacién general (def. 3.6).

Es muy importante notar que tener a las funciones objetivos y restricciones
como funciones convexas nos da muchas ventajas que podemos explotar a la hora
de resolver COPs. Una de esas ventajas es que no existen éptimos locales que
no sean globales, es decir, solo existe una solucién éptima global a la que puede
converger el problema. También existen dificultades, como reconocer COPs, o
reconocer problemas que pueden transformarse a COPs.

En general no existe una férmula analitica para solucionar un problemas de
optimizacién convexa, pero (como programacion lineal) existen métodos muy
efectivos para solucionarlos. Los métodos de punto interior funcionan muy bien
en la practica, y en algunos casos puede ser probado que resuelven un problema
a una precision especifica, en un nimero de operaciones que no excede una
complejidad polinomial de las dimensiones del problema [17].

Métodos de puntos-interior pueden resolver un COP en un nimero de pa-
sos que generalmente estd en el rango de 10 y 100. Ignorando cualquier es-
tructura en el problema (como esparcidad), cada paso requiere en el orden de
max{n3 n?m, F} operaciones, donde F es el costo de evaluar las primeras y
segundas derivadas de la funcion objetivo y las restricciones.

Como los métodos para resolver problemas de programacién lineal, estos
métodos de punto-interior son bastante confiables. Fécilmente podemos resolver
problemas con cientos de variables y miles de restricciones en una computadora
de escritorio, en casi unas cuantas decenas de segundos. Explotando la estructura
del problema (como esparcidad), podemos resolver problemas mas grandes con
miles de variables y restricciones.

Sin embargo, no podemos decir que resolver COPs generales es una tec-
nologia madura, como minimos cuadrados y programacién lineal. Métodos de
punto-interior para COPs generales nolineales es atin una area de investigacion
muy activa [17]. Sin embargo, es razonable decir que la resoluciéon de COPs
generales se convertird en tecnologia conocida en algunos anos.

3.3 Convexidad Global

Un problema de optimizacién puede ser resuelto con mucha eficiencia si podemos
detectar la presencia de convexidad en su funcién objetivo y restricciones, algo



que puede resultar dificil en muchas situaciones. Siempre es una ventaja conocer,
apriori, la estructura del problema a resolver.

En los estudios sobre el TSP realizados por Boese en [1] y [2], se pudo
observar la presencia de una estructura muy particular, llamada Convexidad
Global o estructura de Gran Valle, donde las mejores soluciones se encuentran
concentradas en una regién pequena del espacio de busqueda, y, mientras mejor
sea la solucion mas central serd su posicion respecto a las demés soluciones.

Para el estudio de la convexidad global del TSP, una definicién de distancia
media es presentada. Considérese una poblacion P = {z1,z2,...,7p|}, defini-
mos la distancia media de un recorrido z a una poblaciéon P como:

Definicion 3.7 Distancia media de un recorrido x a una poblacion P.

O(z, P) = \P|1—1 lei 0(u,xz) Yu € P.Sixz=z* se tiene una nocién de que

tan cerca estd una poblacién a la soluciéon 6ptima x*.

Boese estudio en [1] el espacio de soluciones del TSP att532 de 532 ciudades,
para lo cual fueron realizadas 2500 corridas de distintas heuristicas de bisqueda
local. Para cada heuristica, |P| recorridos diferentes fueron almacenados en un
conjunto P; y cada recorrido almacenado tenia:

a. una longitud I(z) (el conjunto de soluciones se denota L(P) = {l(z,) | =z, €

P});

b. una distancia a z* denotada como d(z,, z*) para algun =, € P (el conjunto
de distancias al 6ptimo global se denota §(P) = {q| ¢ = d(z,x) Az €

P});

c. una distancia media a las otras soluciones de P llamada 6(z, P) (el conjun-
to de distancias medias a la poblacion se denota 67 (P) = U, p{d(z, P)}).

Boese [1] calculé una correlacién positiva entre estas tres variables. Dado que
el conjunto L(P) tiene una correlaciéon positiva con el conjunto §F(P), Boese
sugirié una estructura globalmente convexa del espacio de soluciones del TSP.
En otras palabras, mientras més central es la posicién de una soluciéon x dentro
del conjunto de soluciones P, menor seré su distancia media §(z, P) a las otras
soluciones, por ende menor es su longitud esperada [(x), i.e. mejor es la solucion.

La convexidad global no es convexidad en un sentido estricto [7]. Consideran-
do un contexto de minimizacién, Boese sugirié una analogia con una estructura
de gran valle, estructura que vista desde lejos pareceria tener un s6lo minimo,
pero que al verla desde cerca, se observa que tiene varios minimos locales [1].
Aunque no existe una definicién formal, una interpretacién intuitiva de una
estructura globalmente convexa puede verse en la figura 3.3.

La idea de convexidad global se basa principalmente en dos hipoétesis:

1. Convexidad: Los 6ptimos locales se encuentra juntos en una region relati-
vamente pequena del espacio de soluciones.

2. Centralidad: De todos los éptimos locales, los mejores estan localizados
centralmente respecto a los demas.
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Figura 3.3: Interpretacién intuitiva de un espacio de soluciones con estructura
globalmente convexa

Si ambas hipotesis son validas, debemos esperar que los mejores 6ptimos locales
esten més cerca al 6ptimo global.

Ademas, solo podemos hablar de una estructura globalmente convexa cuando
una topologia haya sido inducida en el espacio de soluciones [13]. Una popular
técnica de construccién de una topologia esta basada en un mapeo de proximidad
o adyacencia, el cual consiste en definir un conjunto de soluciones vecinas para
cada solucién. Una vez establecido el mapeo!, una métrica basada en este puede
ser definida en el espacio de soluciones. La distancia entre dos soluciones puede
ser medida; por ejemplo, el minimo niimero de veces que necesitamos aplicar el
mapeo de manera a obtener una de estas soluciones a partir de la otra.

En partircular, cuando se experimenta con heuristicas basadas en busqueda
local, lo que se prueba no es el rendimiento de la estrategia de busqueda en el
problema, sino como funciona en el problema dado una estructura de vecindad
especifica [13]. Es esa estructura, que define la topologia en el espacio de solu-
ciones, la que determinara las caracteristicas de la superficie de costos, el cual
es la piedra angular para la optimizacién. Un problema puede ser facilmente
resuelto con una estructura de vecindad e intratable con otro [13].

ITambién conocido como funcién de vecindad o estructura de vecindad
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Capitulo 4
Optimizacion Multiobjetivo

En el 4drea de optimizacién multiobjetivo, debido a la naturaleza atun incipiente
del ambito de investigacion, no existe una notacién estdndar, y no ha sido hasta
hace muy poco tiempo atras que los investigadores han empezado a preocuparse
por definir con claridad estos aspectos. Sin embargo, en gran parte de los traba-
jos consultados se percibe atn bastante confusién al respecto. Por lo tanto, es
esencial establecer una notacién clara antes de iniciar la discusién. A continua-
cién se da la definicién formal de un problema de optimizacién multiobjetivo.

Definicion 4.1 Un Problema de Optimizacion Multiobjetivo o Multiobjective
Optimization Problem (MOP) incluye un conjunto de n variables de decision,
k funciones objetivos y m restricciones. Las funciones objetivos y restricciones
son funciones de las variables de decision. Esto puede expresarse como:

Optimizar y = f(z) = (f1(), f2(), ..., fe(2))

Sujeto a  y(z) = (1(2),. .., Ym(z)) 20

donde x=(x1,22,...,2,) € X es el vector de decision
y y=1,Y2,---,yx) €Y es el vector objetivo

donde X denota el espacio de decision mientras que el espacio objetivo es deno-
tado por Y. Dependiendo del tipo de problema, optimizar se refiere a minimizar
o mazimizar. El conjunto de restricciones y(xz) > 0 determina el conjunto de
soluciones factibles Xy C X, y su conjunto de vectores objetivos correspondiente
Yf cCY.

Un MOP consiste en encontrar una = que optimize f(z), donde la funcién
objetivo f(z) mapea Xy a R*. Una solucién z es alcanzable si existe una solucién
x € Xy tal que z = f(z). El conjunto de soluciones alcanzables es denotado por
Z.

La solucién ideal z* se define como z* = {min fi(x), min f3(z),...,min fi(z)}.
Normalmente la solucién ideal no es alcanzable, por lo que no existe una tinica
mejor solucién, sino que un conjunto de soluciones, dado que ninguna de ellas
puede considerarse mejor que las otras cuando todos los objetivos son considera-
dos al mismo tiempo. Esto deriva del hecho que existen relaciones de compromiso
o trade-offs entre los objetivos. Asi, un nuevo concepto de optimalidad debe de
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establecerse para MOPs. Dados dos vectores de decision z y 2’ tenemos que:

f@)=f@') & Vie{l,2,....k} fi(z)= fi(a')
fl@) < fla') e Vie{l,2,....k}  fi(z) < fi(a')
fl@) < f(@') & f(z) < f(2) A fa) # f2)

Asi, en un contexto de minimizacion, los vectores x y z’ cumplen con una de
tres condiciones:

Definicion 4.2 Dominancia Pareto en un contexto de minizacion. Para dos
vectores T y x’,

x =2 (x domine a z') < f(x) < f(2')
' = x(z’ domina a )& f(a') < f(x)
x~a'(x y 2’ sonmno comparables) < f(x) £ f(a') A f(2') £ f(x)

Alternativamente x > ' denotarda que x domina o es igual a 2’. Definido el
concepto de dominancia Pareto, puede ser introducido el criterio de optimalidad
Pareto de la siguiente manera:

Definicién 4.3 Un vector de decision x € Xy es no dominado con respecto a
un conjunto Q C Xy ssi x>’ Va' € Q.

Cuando z es no dominado con respecto a todo el conjunto Xy es llamado
una solucién Pareto 6ptima; por lo tanto, el Conjunto Pareto Optimo Xy, se
define como:

Definicién 4.4 Dado el conjunto de vectores de decision factibles Xy, se de-
nomina Conjunto Pareto Optimo Xyrye al conjunto de vectores de decision no
dominados que pertenecen a Xj:

Xiwe ={x € Xy | x esno dominado con respecto a Xy}

El correspondiente conjunto de vectores objetivos Yirue = f(Xirue) €s el
Frente Pareto Optimo.

4.1 EI TSP Multiobjetivo

El TSP Multiobjetivo o MOTSP?! consiste en un grafo completo G = (V, E, h)
donde V es el conjunto de vertices o ciudades con |V| = n, E es el conjunto
de arcos, aristas o caminos que conecta a todos los vértices y h es una funcion
que asigna a cada arco (i,j) € E un vector h(i,j) o simplemente h;;, donde
cada elemento corresponde a una cierta medida (e.g. distancia, costo) entre i y
7, asi, el problema consiste en hallar un circuito Hamiltoniano de costo minimo,
donde minimo se refiere a la nocién de optimalidad Pareto. En este trabajo
consideramos problemas simétricos, i.e. h;; = hj;.

Asi, se define el TSP Bi-Objetivo como un MOP en un contexto de mini-
mizacién de la siguiente forma:

Ldel inglés Multiobjective TSP
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Definicion 4.5 TSP Bi-Objetivo

Minimizar y = f(z) = (y1 = f1(x),y2 = fo(x))

sujeto a I(x) >0

donde x=1((1,2),(2,3),...,(n—1,n),(n,1)) e X
Yy y=(y1,92) = (i(@), f2(z)) €Y

En el presente trabajo se realiza un estudio del TSP Bi-Objetivo, donde
podria considerarse por ejemplo a f; como la distancia entre ciudades, y a fs a
la calidad del camino o el tiempo requerido en recorrerlo.

4.2 Convexidad Global en el TSP Multiobjetivo

Hansen y Borges realizaron estudios sobre la convexidad global del TSP de tres
objetivos en [13]. El objetivo principal de este trabajo fue mostrar la existencia
de convexidad global en un problema de optimizacién combinatoria usando una
estructura de vecindad comin. Con esto en mente utilizaron funciones de es-
calarizacién?, las cuales ordenan el conjunto objetivo segtin una escala de calidad
de las soluciones. Estas funciones consistieron en dos familias de funciones de
escalarizacion, la de sumas ponderadas y la funcién de escalarizaciéon aumentada
de Tchebycheff.

Estas funciones de escalarizacion se definen como:

Definicion 4.6 Dado una solucion alcanzable z definimos la funcion de es-
calarizacion de sumas ponderadas como:

k
sws(2,A) = Y Ailzi — 27) (4.1)
i=1
donde A = (A1, A2, ..., Ag) es un vector de peso con elementos no negativos, y k

es el numero de objetivos del problema.

Definicion 4.7 Dado una solucion alcanzable z, definimos la funcion de es-
calarizacion aumentada de Tchebycheff como:

SaTeh (2, A) = max{\i(z; — z])} + €sws(z, N) (4.2)

donde A = (A1, A2, ..., \,) es un vector de peso con elementos no negativos y €
es un escalar positivo muy pequeno, y k es el numero de objetivos del problema.

Asi un MOP se reduce a la optimizacion de las funciones de escalarizacion;
para este caso se busca la minimizacién de estas funciones para el TSP de tres
objetivos.

El vector de peso define la direccién de optimizacion hacia la frontera no
dominada. Definimos el conjunto de pesos como:

Definicion 4.8 Conjunto de pesos

A={AeR" | N>0 ViAd+do4--+ =1}

2Del inglés achievement scalarizing functions
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Se utiliza exclusivamente vectores de peso pertenecientes a A. Ademaés, se
mide la distancia entre dos vectores de peso A! y A2 por su distancia Manhattan,
esto es:

k
TALN) = A =N =D (A = A7 (4.3)
i=1
La distancia Manhattan también se usa para medir la distancia entre soluciones
en el espacio objetivo:

k
(21,2 =l 2 =22 =) |2 -4 (4.4)
i=1

Una conjunto A’ C A es mazimal disperso (con respecto a la distancia Man-
hattan) si min d(\i, M) > § para todo A\', N € A’,i # j, y no existe ningtn
conjunto (mayor) A” C A tal que | A” |>| A’ | y min d(A\P,A\?) > § para todo
AP A7 € A p # ¢ Un conjunto maximal disperso puede ser construido a partir
de cualquier entero positivo 7, incluyendo todos los vectores de peso diferentes

cuyos componentes son multiplos de % y cuya suma es igual a uno. Este con-

junto tendré min d(\', M) = % para i # j [13]. El ntimero de vectores de peso

dnicos es igual a:

<k+77—1) _(k+np—1)

n ok —1)!

Los experimentos realizados por Hansen y Borges fueron hechos sobre las in-
stancias kroA100, kroB100 y kroC100 de la TSPLIB, donde cada matriz de
costos corresponde a un objetivo [13]. Debido a que las funciones de escalariza-
cién pueden ordenar un conjunto de soluciones no dominadas, para n = 100 se
generaron (}83) = 5151 vectores de peso maximales dispersos, y fueron encontra-
dos 1000 6ptimos locales para cada uno de estos vectores; estas optimizaciones
fueron hechas usando las funciones de escalarizacion dadas en las definiciones
4.6 y 4.7. Para esta poblacion de soluciones se midi6 la distancia media de cada
individuo a los demads y se compar6 contra la distancia al mejor éptimo local.
Los experimentos conducidos en [13] indican la presencia de convexidad global
de una manera persistente sobre todo el area de la frontera no-dominada para
el MOTSP cuando se usa una estructura de vecindad 2-Opt.

Los trabajos realizados por Hansen y Borges conforman el comienzo de
un nuevo enfoque para la construccién de heuristicas, para los casos monob-
jetivos y multiobjetivos. La presencia de convexidad global nos permite, por
un lado caracterizar la topologia del espacio de soluciones, y por otro lado
describir la aplicabilidad de diferentes metaheuristicas en diferentes tipos de
topologias. Ademés, la utilizacion de funciones de escalarizacion es bastante
general como para usarlo en cualquier otro problema de optimizacién combinato-
ria, aunque convierten al problema multi-objetivo en un conjunto de problemas
mono-objetivo.

Al mismo tiempo, los resultados obtenidos en [13] estan basados mas bien
en observaciones que en andlisis teérico; y aunque demuestran la presencia de
convexidad global en el MOTSP, no tienen aplicabilidad préactica. Esto es de-
bido a que el uso de la solucién ideal no es un buen punto de referencia cuando
las unidades de medida de las funciones objetivos son distintas. Tomemos co-
mo ejemplo el caso de una red de computadores, donde f; es el retardo y fo

(4.5)
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es el porcentaje de paquetes perdidos, ambas funciones debe de minimizarse;
entonces, el calculo de la definicion 4.6 puede dar resultados distintos para otras
unidades de medida de estas mismas funciones objetivos.

En el presente trabajo, se busca mejorar estos aspectos, mediante la intro-
duccién de los conceptos de rango y categoria de una solucién, presentando de
esta manera un marco teérico més sélido y general al problema de la convexidad
global en el MOTSP. Esta generalizacion permitira el anélisis de cualquier otro
MOP sin importar el namero de objetivos o la unidad de medida.
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Capitulo 5

Analisis Topolégico del
Espacio de Soluciones

En los estudios realizados en [1] se utilizaba la longitud de un tour como métrica
de calidad de una solucion, esto es, si l(x) < l(2’) entonces = es una mejor
solucién que z’. Las correlaciones halladas sugieren que los tours de menor
longitud se encuentran en una posicién mas central en el espacio de soluciones.

En [13] la calidad de una solucién se media mediante las funciones de es-
calarizacion de sumas ponderadas (def. 4.6) y sumas ponderadas aumentada de
Tchebycheft (def. 4.7), las cuales ordenan el espacio de solucion segtin un vector
de peso.

En este trabajo, se presentan por primera vez, los conceptos de categoria
y rango de una solucién, las cuales nos permitirdn analizar con mayor rigor la
presencia de convexidad global en el TSP Bi-Objetivo.

Definicién 5.1 Sea P C X; una poblacion y x € P una solucion, definimos la
categoria de una solucion x en una poblacion P como:

cat(x,P)={u | we€PAu>uza}

Tenemos asi que la categoria de = es el numero de soluciones en P que
la dominan. Por lo tanto, una solucién del frente pareto tendrd siempre una
categoria de 0, i.e. si u € Xy entonces cat(u,Xy) = 0.

Definicién 5.2 Sea P C Xy una poblacion y x € P una solucidn, definimos la
frontera no dominada de una poblacion como:

NF(P)={ue P | cat(u,P)=0}
Si P = X entonces NF(P) = X¢pye-

Definicién 5.3 Sea P C Xy una poblacion y x € P una solucion, se define
rango de una solucion en P (denotado por rng(x,P)) conforme al siguiente
algoritmo:

si z € NF(P) entonces rng(xz,P)=0
si = ¢ NF(P) entonces rng(z,P)=1+rng(z,P’)

donde P' = P — NF(P).
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De ahora en adelante, se omitira el uso del pardmetro P en las definiciones
de rango y categoria, las cuales seran denotadas como rng(x) y cat(x) para
alguna solucién z. Solo se usaré el parametro de poblacién cuando ambigiiedades
puedan surgir en la interpretacion.

Siguiendo lo realizado en [1], se almacena en un conjunto P, recorridos dife-
rentes de un problema de n ciudades, y cada tour x almacenado tiene:

1. Una categoria cat(x).

2. Un rango rng(x).

3. Una distancia media a las otras soluciones de P denotada por 6(z, P).
4. Una distancia a la frontera no dominada denotada por é(z, NF(P)).

El presente trabajo se realizé en dos partes; la primera, consistio en el anélisis
de un problema instancia pequena generado al azar, y la segunda, consistié en
el anélisis de varios problemas de instancias mayores obtenidos de la TSPLIB'.

5.1 Estudio del Universo de Soluciones

Se realiz6 un estudio del universo de soluciones para un problema de ocho ciu-
dades generado al azar, con el objetivo de conocer las correlaciones entre las
variables estudiadas en este contexto y asi estimar el resultado que deberia de
esperarse para instancias mayores.

Para mantener el niimero de soluciones posibles en un valor manejable, se
eligi6 un valor de n = 8 ciudades. Este problema estd dado en coordenadas
cartesianas en el cuadro 5.1 para sus dos objetivos.

ciudad | omiA8 | omiB8
1 (58,12) | (24,83)
2 (2,73) (2,4)
3 (14,71) | (98,22)
4 (29,8) (78,45)
5 (54,50) (8,50)
6 (0,7) (48,1)
7 (2,91) (9,3)
8 (44,53) | (37,56)

Cuadro 5.1: Coordenadas cartesianas para las matrices de costos del problema
omiAB8. omiA8 corresponde al objetivo numero 1, y, omiB8 corresponde al
objetivo ntiimero 2.

Debido a la presencia de multiples soluciones 6ptimas, definimos la distancia
de un tour a la frontera de no dominados.

Definicién 5.4 Sea P C Xy una poblacion y v € P una solucion, definimos
las distancia de una solucion a la frontera de no dominados como:

0(z, NF(P)) =min{d | Va; e NF(P) d=06(z,z])} (5.1)

Thttp://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/comopt/ software/ TSPLIB95/
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La distancia de una solucion a la frontera de no dominados de una poblacion
consiste en la distancia minima de la solucion respecto a todas las soluciones
con categoria 0.

La siguiente definiciéon es necesaria para el estudio de la geometria del pro-
blema.

Definicion 5.5 P(e). Subespacio conformado por las e mejores soluciones de
P; e.g. P(100) denota el conjunto de las 100 mejores soluciones, esto es, las
100 soluciones con menor valor de categoria.

Para la realizacion de los calculos se us6 un mecanismo de busqueda exhaus-
tiva de manera a encontrar todos las soluciones. La poblacién obtenida con
el algoritmo consiste en todo el universo de soluciones de un problema de n

: . —1)!
ciudades, es decir P = X donde |Xy| = |P| = % y NF(P) = Xrue-
Para cada solucién = € P se calcularon los siguientes valores de correlacion:

1. La distancia a la frontera no dominada é(z, NF(P)) y la categoria del tour
cat(x) denotada por p(cat(x),d(x, NF(P))).

2. La distancia media a la poblacion 6(x, P) y la categoria del tour cat(x)
denotada por p(cat(x),d(x, P)).

3. La distancia a la frontera no dominada 6(z, NF(P)) y la distancia media
a la poblacién §(z, P) denotada por p(é(z, P),d(z, NF(P))).

4. La distancia a la frontera no dominada ¢(x, NF(P)) y el rango del tour
rng(x) denotado por p(rng(x),é(z, NF(P))).

5. La distancia media a la poblacion §(z, P) y el rango del tour rng(x) de-
notado por p(cat(z),é(x, P)).

6. El rango y la categoria de las soluciones denotado por p(rng(z), cat(z)).

Estos valores son analogos a los estudiados en [5].En el cuadro 5.2 puede verse
un resumen de los resultados obtenidos.

P p(pl-1y pPIH P
p(cat(z), d(x, P)) 0 0.645277  0.868166 0.782142
plcat(z),d(x, NF(P))) | 0.774954  0.774225  0.627201 0.524996
p(8(x, P),6(x, NF(P))) 0 0.549804  0.686872 0.555586
p(rng(x),8(x, P)) 0 0.644026  0.929499  0.853578
p(rng(z),d(z, NF(P))) | 0.810660  0.810222  0.678969 0.594514
p(rng(z), cat(x)) 0.976814  0.976843  0.973864 0.959215

Cuadro 5.2: Resumen de las correlaciones obtenidas para el problema omi8AB.

Las figuras 5.1 al 5.6 muestran las correlaciones para cada par de variables

estudiada.

Los conceptos de rango y categoria resultan ser métricas muy similares, segin
lo observado en la figura 5.6, donde pueden observarse correlaciones mayores a

0.9 entre ambas variables.
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Las figuras 5.1.c y 5.4.c, muestran correlaciones de 0.87 y 0.92 respectiva-
mente. Esto sugiere una concentracion de las mejores soluciones, donde estas se
encuentran cercas unas de otras, cumpliendose asi la hipotesis de centralidad de
una estructura globalmente convexa. También puede verse de las figuras 5.1.d
y 5.4.d que las mejores soluciones se encuentran en una pequena porcién del
espacio de soluciones, obteniendo ahora la hipotesis de convexidad.

Como ambos supuestos se cumplen, es de esperarse que estas soluciones se
encuentren concentrados en una pequena parte del espacio de soluciones, y asi,
més cerca del frente pareto 6ptimo, lo cual es congruente con una estructura
globalmente convexa. Esto puede observarse en las figuras 5.2.a y 5.5.a.
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Figura 5.2: Correlacion entre la distancia al frente pareto 6ptimo y la categoria,
para el problema omiAB8 con un universo |X¢| = 2520.
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frente pareto 6ptimo, para el problema omiABS8 con un universo |X¢| = 2520.
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Figura 5.4: Correlaciéon entre la distancia media a la poblacion y rango, para el
problema omiABS8 con un universo |X¢| = 2520.
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Figura 5.5: Correlacién entre la distancia al frente pareto éptimo y rango, para
el problema omiABS8 con un universo |X¢| = 2520.
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Figura 5.6: Correlacion entre rango y categoria, para el problema omiAB8 con
un universo |X¢| = 2520.
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También, la correlaciones encontradas no presentan resultados muy directos
como los hechos por Boese en [1], y presentado en la secciéon 3.3, donde todas
las correlaciones eran mayores a 0.9 y presentaban una correlacién casi lineal
para las variables estudiadas. La razén de la presencia de estas correlaciones
mas bajas es debido a que no existe una sola solucién 6ptima, sino que todo
un frente pareto de soluciones. En la figura 5.7 puede observarse esta situacion.
Supongamos P = {A,B,C,D,E} y NF(P) = Xyyye = {A, B,C}. Tenemos que

Figura 5.7: Correlaciéon entre soluciones del frente pareto y las demaés soluciones

cat(A) = cat(B) = cat(C) = 0y rng(A) = rng(B) = rng(C) = 0; también
cat(D) = cat(E) = 3 y rng(D) = rng(E) = 1, para este ejemplo. Se puede
observar de este simple grafico que §(D, P) < §(A, P), esto es, D es méas central
en la poblacion que A, a pesar de que D sea un peor solucion. Esto mismo ocurre
con la solucion C.

La presencia de soluciones como las presentadas en la figura 5.7 es la razén
de las bajas correlaciones encontradas. Pero esto no debe de ser desalentador,
puesto que aun asi pueden observarse una concentracién de las mejores solu-
ciones en una zona central del espacio, lo cual es la idea detras de una estructura
globalmente convexa.

El mismo estudio exhaustivo fue realizado usando otros problemas de 7, 9
y 10 ciudades, y los resultados fueron muy similares, haciendo innecesaria la
repeticiéon de los mismos en este trabajo. Un resumen de los resultados de estas
instancias puede verse en los cuadros 5.3 al 5.5.

P P(pl-1 pPHH P
p(cat(z),o(z, P)) 0 0.602793  0.761135 0.659006
plcat(z),8(z, NF(P))) | 0.767441  0.763554  0.548112 0.585267
p(8(z, P),5(z, NF(P))) 0 0.582333  0.633253 0.706702
p(rng(z), d(x, P)) 0 0.628991  0.752562 0.661246
p(rng(z),6(z, NF(P))) | 0.786593  0.783205  0.567543 0.633579
p(rng(a), cat(z)) 0.960048  0.960550  0.937163 0.933828

Cuadro 5.3: Resumen de las correlaciones obtenidas para el problema litABT.
En la siguiente seccién pasamos a analizar problemas de mayor nimero de

ciudades, utilizando las mismas métricas, pero con subconjuntos del universo de
soluciones.
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P p(pl-1y pPHEH P
plcat(z),0(z, P)) 0 0.572255  0.825523 0.697679
plcat(z),6(z, NF(P))) | 0.641862  0.641802  0.435708 0.409532
p(8(z, P),6(x, NF(P))) 0 0.320447  0.478431 0.371982
p(rng(z),6(z, P)) 0 0.564819  0.894474  0.759983
p(rng(z),8(z, NF(P))) | 0.672059  0.671998  0.483163 0.492397
p(rng(zx), cat(x)) 0.971607  0.971621  0.974710 0.971266

Cuadro 5.4: Resumen de las correlaciones obtenidas para el problema encAB9.

p_ pqpl-1 plE) P
p(cat(z),0(x, P)) 0 0.508309  0.830280 0.734061
plcat(z),d(x, NF(P))) | 0.712957  0.712944  0.536178 0.488927
p(d(x, P),8(z, NF(P))) 0 0.392366  0.577878 0.442818
p(rng(x),8(z, P)) 0 0.493534  0.899061 0.803484
p(rng(z),6(z, NF(P))) | 0.750817  0.750809  0.583105 0.533937
p(rng(x), cat(x)) 0.970935  0.970937  0.976167 0.975501

Cuadro 5.5: Resumen de las correlaciones obtenidas para el problema asuAB10.

5.2 Estudio de un Subespacio de Soluciones

Los resultados obtenidos en la secciéon anterior demuestran, por lo menos de
forma empirica, la presencia de una estructura globalmente convexa en el TSP
Bi-Objetivo. A pesar de que estos resultados son positivos, es necesario el estudio
en instancias mayores, pues es en este tipo de problemas donde las metaheuris-
ticas hacen la diferencia, respecto a cualquier otro tipo de algoritmo.

Las pruebas experimentales se basaron en las instancias kroAB100, kroCD100,
kroAD100, kroBC100 y kroAB150 de las TSPLIB. De cada uno de estos proble-
mas bi-objetivos fueron obtenidos n? muestras aleatorias, teniendo asi pobla-
ciones con cardinalidad |P| = n?.

Cada poblaciéon fue optimizada utilizando el algoritmo de busqueda local
2-Opt, para asi obtener poblaciones optimizadas conteniendo exclusivamente
optimos locales. Esta técnica de busqueda fue escogida debido a que presenta
un estructura de vecindad simple, y nos permite estudiar la distribuciéon de
los 6ptimos locales en el espacio de soluciones. La figura 5.8 muestra que la
correlaciéon entre 6ptimos locales es mas directa que entre soluciones elegidas al
azar, debido a lo explicado en la seccion 5.1 y la figura 5.7, lo cual hace necesario
el uso de un optimizador local para nuestro estudio.

La metodologia utilizada para el andlisis sigue siendo el mismo, solo que
ahora se trabaja con un subconjunto del universo de soluciones. El cuadro 5.6
presenta un resumen de las correlaciones obtenidas.

Las figuras 5.9 al 5.13 muestran las correlaciones para cada par de variables
estudiada.
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Figura 5.8: Correlacion entre 6ptimos locales

kroAB100 kroCD100 kroAD100 kroBC100 kroAB150

cat(z),d(z, P)) 0.616596  0.596558  0.603098  0.580122  0.571318
(x),0( (

o

p(cat(z),6(x, NF(P))) | 0.396173  0.401700  0.391263  0.396632  0.384648
p(8(x, P),6(z,NF(P))) | 0.613169  0.626019  0.611728  0.653360  0.633580
p(rng(z),8(z, P)) 0.639641  0.628951  0.645090  0.617764  0.606404
p(rng(x),6(z,NF(P))) | 0.432760 0441982  0.449073  0.437721  0.423266
p(rng(x), cat(x)) 0.945914  0.941865  0.937078  0.941890  0.938438

Cuadro 5.6: Correlaciones obtenidas para los problemas kroAB100, kroCD100,
kroAD100, kroBC100, kroAB150

La correlacién entre categoria y rango sigue siendo superior a 0.9, lo cual
confirma que ambos conceptos son muy similares.

Las figuras 5.9.a y 5.9.d muestran una concentracion de las mejores solu-
ciones hacia la zona central de la poblacién, esto es, a medida que mejoran su
calidad, su distancia media disminuye. A pesar de la baja correlaciéon presente
en las figuras anteriores (alrededor de 0.6), en la figura 5.9.c puede verse que
mientras més central este una solucién, més cerca se encontrard de la frontera
de no dominados. Estos mismos resultados son validos para las figuras 5.10 al
5.13, y satisfacen las hipotesis de una estructura globalmente convexa.
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajos
Futuros

Los conceptos de rango y categoria mostraron ser métricas de calidad muy efi-
cientes para el MOTSP, cuya generalizaciéon a cualquer instancia de un MOTSP
puede ser facilmente realizada. Inclusive pueden usarse en cualquier MOP sin
tener que cambiar sus definiciones. Ademas de que mostraron ser métricas muy
parecidas, se observaron mejores resultados para rango, con correlaciones lige-
ramente méas altas.

Las métricas de rango y categoria demostraron de una forma rigurosa, la co-
rrelacion existente entre estos, la distancia media a la poblacion y la frontera de
no dominados, confirmando de esta manera la caracteristica topoldgica de una
convexidad global. Estas métricas podran usarse para estudiar la presencia de
convexidad global en otros MOPs, donde metaheuristicas como las colonias de
hormigas y algoritmos evolutivos, resultaron ser muy eficientes, y por supuesto,
para la creacion de nuevas metaheuristicas que puedan explotar esta estructura
del espacio de soluciones.

Aunque atn sea muy dificil encontrar una solucién 6ptima, o, el frente pareto
de un TSP bi-objetivo, el conocer la existencia de convexidad global, permitira
acotar la regién de biisqueda a un conjunto més pequeno de soluciones, y a partir
de ahi se podra otros algoritmos adecuados, que logren mejores aproximaciones
a con las soluciones Pareto.

Hay mucho por hacer en el estudio de funciones globalmente convexas, como
la creacién de metaheuristicas basadas totalmente en explotar esta caracteris-
tica, y la identificacién de problemas donde algoritmos como, las colonias de
hormigas y algoritmos evolutivos, han demostrador ser muy eficientes. Ademas,
se puede considerar el estudio de una definicién formal de convexidad global en
la cual se podrian analizar grados de convexidad.
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