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Resumen

Este trabajo propone un método para descomponer sisttamasuaciones, de manera a facilitar su
resoluciéon utilizando ambientes distribuidos heterog&nemmo computadores paralelos y redes de
computadores. La presente propuesta asigna a los praessagoun sistema distribuido heterogéneo
distintos niumeros de ecuaciones segun sea la perf@melativa de los procesadores a ser utilizados, de
forma tal que su aplicacion sea valida para un sistenara de ecuaciones. Asi mismo, el método
presentado permite utilizar la técnica de solapamigatwial partial overlapping para mejorar la
convergencia. Ademas, se introduce un parametro elecEel para escoger la mejor de un conjunto dado
de particiones. Se presentan resultados experimentedes/glan la presente propuesta.
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1. INTRODUCCION

Las implementaciones paralelas de algoritmos it@®son una opcion importante dentro del contexto de la
computacion distribuida [1]. Para aprovechar sus ventmjda resoluciéon de sistemas de ecuaciones de
gran porte es necesario descomponer el problema dasidbproblemas menores, los cuales pueden ser
asignados a los distintos procesadores del sisteistabagido para su resolucion paralela. Esta
descomposicién estara condicionada por dos factores:

a) la capacidad de procesamiento relativo de cada madgi@ihaistema distribuido, factor que

determina las dimensiones de los subproblemas asigaadama procesador;
b) el grado de acoplamiento que puedan tener los subprobkmidEs si, Io que determina la
dependencia entre las variables y por consiguienteyénén la convergencia del algoritmo [2].

Asi, el sistema debe descomponerse de forma tal gaeaaprocesador se le asigne un subproblema de
dimension proporcional a su performance, y que la depeiadentre las variables actualizadas por cada
procesador facilite la convergencia del algoritrecaitivo a ser utilizado.
Desde la década del 60 [3] fueron publicados diversoslogtte descomposicion, en su mayoria disefiados
para procesadores, problemas o algoritmos bien espsec[fleb]. Asi, Vale et al. [6] formul6 una
propuesta para sistemas de ecuaciones lineales y sowétrtilizando computadores paralelos. Sin
embargo, la Descomposiciénde Sezer y Siljak [7] que desprecia ligaciones débie la méas utilizada en
la actualidad.
Inspirada en el trabajo de Vale et al. [6], se delardepresente propuesta que permite generar particiones
en numero y tamafio controlables por el operador, vadida un sistema general de ecuaciones. Ademas,
se introduce un parametro que permite escoger una buemdpade un conjunto de particiones y se
sugiere la utilizacion de solapamiento parqir{ial overlapping [8].
La seccion 2 formula matematicamente el problema, raer& seccion 3 presenta el método propuesto.

Resultados experimentales se presentan en la secci@s 4gnclusiones en la seccion 5.
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2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Considerando un sistema mlecuaciones algebraicas con n incégnitas dado por:

®(x) =0, xdadn, é:0" - 0" (2.1)
definido en un dominioD O O"; se desea resolver (2.1) utilizando un sistema distisbaion p
procesadores) = p. Para esto, se debe descomponer el problema de farqeetcada procesadasuelva

solamente una parte del sistema, comunicando sus desufiarciales a los otros procesadores.

Sea la Descomposicion Cartesiana: 0" = 0™ x...x[] M M+-+ng =N (2.2)
conD 00" un dominio tal qu® = Dyx---xD,, D, 00" , 0i O{1...,p} ; (2.3)
: _’ T T]T -
entonces: X=X - X, x00, 0i0{1..., p} (2.4)
. [T T T : n
Analogamente, @(x) —lcpl(x) cpp(x)] . ®:D- 0" (2.5)

Consecuentemente, la ecuacion a ser resuelta en cadaamor (problema local), estara dada por:

@;(x)=0, Oi0{1..,p} (2.6)

NOTA 1. La descomposicién adecuada de la funci@{x) en p funciones?(x) es el
objetivo central del presente trabajo
Para resolver el problema sera utilizado un algoriterativo de la forma: xXT=G(xX) (2.7)

dondek representa la iteracion. Por lo tanto, en formdogaéa (2.4) y (2.5):

Gx=[6l(0 -~ (% . G(¥ D~ P, DD{1.. 0D 28)
La implementacion sincrona de (2.7) para el procesadwa entonces: Xik+1 =G ( X< ) (2.9)
Considerando un contexto asincrono, se denota oojrﬁd}( k)) al 2valor dex; enviado desde el

procesadoy y disponible en el procesadaal iniciar su iteraciok. Denotamos asi comd( k) al vector
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x disponible en el procesadoen el momento de su iteracikresto es:

Xk = [{(d(k) ~ R . O O d 2.10)
Usando esta notacion [9], podemos escribir el algoréasincrono basado en (2.7) como:
X (k+1)= G(X(K), 0i0{1,..., p} (2.11)
En [1] se deriva una condicion suficiente de convarigette (2.11), bajo las siguientes hipétesis:
Hipotesis 1 (Unicidad de la solucién)dado el sistema de ecuaciones (2.1) que puede ser reescrito como

(2.6, definido en un conjunto cerradd [0 0" que satisface (2.3), existe un operador G de la forma

(2.8), tal3 queG( D) [0 D y adicionalmente D presenta un y solamente un punto fijo

(ip)TT, 0D, Oi0{1..p

del operador G. El punto fijo s a su vez solucion de (2.1).
Hipotesis 2 (Asincronismo parcial): CdON, OKON, tal que 2 dondgdk—-d) es el maximo
2atraso posible, determinado por la medida de asincronismo d.

Hipotesis 3 (Bloque-Lipschitz).cada operador (&x) en (2.11) es Bloque-Lipschitz en D, esto es:

leo-gl<Xg|x-y|. oxyo
Se demuestra asi el siguiente teorema [1]:
Teorema 1(Condicion suficiente de convergencia)
Bajo las hipétesis 1 a 3, el algoritmo asincrono representado por (2.11) coraveng€nico punto fijo

x*en D si p(H)<1,dondep representa el radio espectral y la matriz de comparaciéon H esta dada
por: H=(hij)DDpo’ con hy =

En resumen, el radio espectral de la matriz de cormidaras un parametro que nos permitiria asegurar a

priori que el algoritmo converge, y por consiguienterfaoser utilizado para escoger buenas particiones.
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La técnica de solapamiento parciglaitial overlapping fue introducida para mejorar la convergencia de
los métodos de resolucion en bloque, y consiste efveesuna misma ecuacion repetidamente en varios

blogues (o procesadores, en una implementacion paidlela)

3. PROPUESTA DEL TRABAJO

El método de descomposicion propuesto utiliza una metidrrada no negativd = {m; } (m; = 0) de
dimensiénn x n y elementos diagonales no nulos & 0), cuyos elementasy y my (i #j) representan el
acoplamiento existente entre las variablesx. En el caso lineal{x=Db), los elementosy; de la matriaV
estan dados pan; = |g; |, dondeA es la matriz de coeficientes del sistema o unadversordenada de la
misma. Si el sistema a ser resuelto fuera no liteahatrizM a ser utilizada dependera del método de
resolucion.

Decimos que las incognitasy X no son adyacentesrsy = m; = 0; caso contrarig y X son adyacentes.
En caso de ser adyacentes, se habla de variablemel@kilacopladas (si; y my son pequefias) o
fuertemente acopladas (8j 6 m; son muy grandes).

Béasicamente, el método consiste en la formaciop dabproblemas a partir geincognitas iniciales,
denominadasemillas dondep representa también el nimero de procesadores. Aiestggitas semillas

se van agregando las demas incOgnitas hasta quésteina quede totalmente descompuesto. La
determinacion de las incégnitas a ser anexadas alada semilla depende de un ranking de incognitas
basado en pesos previamente asignados. A cada pagwodebo, la incégnita a ser agregada al
subproblema es la adyacente mas pesada. En caso desquends subproblemas seleccionen a la misma
incognita como candidata, esta se asignara al subprlglen el cual posea un mayor acoplamiento. Si no
es posible desempatar y la incognita en disputa posesasigaificativo, se puede optar por solapamiento
parcial. Para esto se asigna la incégnita en disptbalas los subproblemas que la hayan seleccionado
como candidata. A medida que los subproblemas van siendados, debe verificarse que el tamafio de

los mismos se encuentre en la proporcion deseadar(parfoe relativa de los procesador@s:Para esto,
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se anexan incognitas sélo a aquellos subproblemas que alranzaron dicha proporcion. El proceso de
agrupamiento de incégnitas continua hasta que todasndagnitas hayan sido asignadas a algun
elegir la particion mas conveniente.

Basados en el principio descrito, se propone el sigumeétodo de cuatro etapas (ver detalles en [9]):

1) Clasificacién de incognitas (Algoritmo 1): Se hace un ranking de pesos que indica el grado de

acoplamiento de cada incognita al sistema. El Pede una incognita esta dado por

n

P= > (mj/m)¥ con g=m/(m/ D GCio{L.n (3.1)
j=1j#i
1 & L :
donde D=— 2 >m . nc=ndmercdem diferente: de cerc
NC i1 j=1,j#

2) Seleccion de semillas (Algoritmo 2): Deben seleccionarse como semillas a las incoggiiassean
centro de aglutinamiento de incognitas y que no ceesrtren fuertemente acopladas unas con otras.

3) Formacién de particiones (Algoritmo 3): Una vez determinadas las semillas para cada subsjstem
necesario adicionar las demas incognitas a los spintos adecuados.

4) Seleccién de la mejor particion (Algoritmo 4):Pueden ser determinados varios conjuntos de semillas
gue a su vez serviran de pie para generar diferentésigraes. Para identificar a la mejor particion de
todas las obtenidas se utiliza un parametro de sele&aid(2] se proponen varios parametros posibles

de seleccién, recomendandose como Optimo al Paadetkcoplamiento “Par_A”, dado por:
Par_A:Z m;j , Ui jtalque x yXx pertenecen a subproblemas diferentes
En base a lo expuesto en la seccion 2, este trabajo propmineparametro de selecciéng( H ), siendo

elegida como Optima aquella particion que presente mimmivalor del parametro de seleccion. La

efectividad del parametrp (H) frente a Par_A se vera en los resultados experimemtal seccion 4.
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4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

La eficiencia del método descrito fue verificada expentalmente utilizando sistemas de ecuaciones
lineales y no lineales. Las diferentes particior@®egadas por el método propuesto fueron comparadas con
otras particiones determinadas aleatoriamente ypeoticiones generadas por la Descomposieidn].

Ademas se realizé un estudio comparativo entre losneards de seleccign(H) y Par_A.

4.1. Sistema lineal de ecuaciones.

Se presentan resultados experimentales de un sisteabdé10 ecuaciones y 10 incognitas [Ejemplo A,
10]. Se hizo una descomposicion exhaustiva, resolviénaieg particiones posibles utilizando el método
bloque-Jacobi, considerando una performance relatival[4 1]'. Se hicieron mediciones del nimero de
iteraciones hasta la convergencia y se calculaspdcdmetrogo (H) y Par_A.

En la Tabla 4, se observa que las particiones gengradasmétodo propuesto estan dentro de las mejores
particiones posibles y que son superiores al promediooQurede notarse, la particion obtenida por el

método propuesto {Y) es mejor que la particion sugerida por la Desconipogsidn® 19).

n° de particior| Iteracione$ Posicion en el ranking o(H) Par_A
del if de iteraciones*|  de particiories
7 4.33 2 2° 0.0551 10
23 4.83 4 6° 0.0709 8.6
44 4.67 8 L 0.0794 12.7
2 4.83 4 7 0.1008 10.5
39 5 5 12 0.1014 10.6
18 6 g9 21° 0.1352 11.3
£19 55 e 16° 0.1183 7.9

* El n° de iteraciones es un promedio de pruebas realizadasisaaleees posibles de tolerancia.
* Existen 16 posibles valores dél de iteraciones que van desde 4.17 hasta 7.33; siendo 5.78 elliocome

10!
#=yi 10 _
ExistenC5 “[10-2 121

Tabla 4: Resultados experimentales del Ejemplo A

=45 posibles particiones. © Particion generada por Descomposiaon

Se puede observar ademas, que si se considera a Paro A@dametro de seleccion, entonces seria elegida

la particién fi 23 a pesar de ser inferior a la seleccionada por @hetro o (H) .



XXII Conferencia Latinoamericana de Informéatical-El - 96

En otros ejemplos de sistemas lineales [10], las partis generadas por el método propuesto son las
optimas, al igual que las sugeridas por la Descompogicion

Finalmente, se destaca que el coeficiente de coidelantre el nimero de iteracionegyH) fue de 0.96
frente a una correlacion de solo 0.15 entre el nimermeiones y Par_A, lo que enfatiza las bondades

de p(H) (frente a Par_A) como parametro de seleccion.

4.2. Sistema no lineal de ecuaciones

Se aplicé la metodologia propuesta a la descomposielGistema IEEE de 14 barras para la resolucion

del problema de flujo de potencia. Dicho problema puedéossulado como un sistema cuasi-lineal de

ecuaciones [11] de la forma: Yx=1(x), YOCY, x0O C", I(X)0 C", dondeY es la matriz de
admitancias de la res el vector de voltajes de las barrag €x) el vector de corrientes inyectadas.

La matriz de acoplamientdd utilizada sera la misma matr¥z teniendo en cuenta que ésta representa en
forma efectiva al acoplamiento entre los voltajetadéarras.

Este sistema fue resuelto en forma sincrona (2.9)ngrash (2.11), utilizando un sistema distribuido
constituido por dos workstations: una SUN SPARC-Sidiy una DEC 3000, cam= [4 1]

La Tabla 5 muestra las posiciones de las 2 particiomesagas por el método propuesto en diversos tipos
de ranking, tanto para el caso sincrono como paaaietrono. La particién 59 es la seleccionada por el

método propuesto, resultando para el caso asincronditzEgmadptima.

NUmero Posiciéhen el Ranking de
de lteraciones. Tiempo Real Tiempo de CPU p(H) Par_A
Particion sinc. | asinc sinc asing. sinc asirc.
59 3° 7° 4 1° 3° 1° 0.902 30.93
56 47° 82 34 45° 43 56° 0.965 24

* Existen 286 posibles particione~ . i .
Tabla 5: Ranking y parametros de seleccion

Se nota ademas que si se utilizara Par_A como paradeeseleccion, la particion 56 seria elegida, siendo

que ésta es en realidad inferior a la particion 52cieleada por el parametro (H).
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La Tabla 6 indica las correlaciones entre los valanedidos y los parametros de seleccion comparados,
tanto en el caso sincrono como en el asincroneefieca en ambos casos que el radio espegmréalH)
presenta una mayor correlacién que el parametro Pam Aespecto a los tiempos de procesamiento y

nimero de iteraciones.

Iteraciones Tiempo Real Tiempo de CRU
sinc. asinc. sinc. asing. sing. asirc.
o(H) 0.414 | 0.87| 0378 0.343 041 0.392

Par_A 0.03770 -0.05] 0.0104 0.089 0.0137 0.0p37

Tabla 6: Correlaciones

5. CONCLUSIONES

Dado el numero de procesadores, los métodos de dassiomn tradicionalmente utilizados no poseen
dominio sobre el tamafio relativo de los subproblemaspnsideran sistemas muy particulares. Esta
carencia dificulta el éptimo aprovechamiento de lgtesias distribuidos, generalmente heterogéneos. El
presente trabajo presentdé un método que permite descaonqalquier sistema de ecuaciones con el
desbalanceamiento deseado. Para esto, se introduj@adin parametro de seleccion de particiones que
mostré mejor comportamiento experimental que los pradesten trabajos anteriores.

Los resultados experimentales permiten concluir que:

» El método propuesto genera mejores particiones que letaide aleatoria, inclusive en varios casos la
Optima.

» Las particiones generadas por el método propuesto sjonem@ iguales que las generadas por la
Descomposicior; con la ventaja adicional de ejercer control sobirenimero y tamafio de los
subproblemas.

« ©(H) es un mejor parametro de seleccién que el paramatrdPa

En resumen, la presente propuesta nos brinda una solupignmos a las existentes para la descomposicion

de problemas con el objeto de resolverlos en un sist&tnduido heterogéneo.
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