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Capitulo 1

Introduccion

Los problemas del mundo real usualmente requieren la busqueda de soluciones que satisfagan de ma-
nera simultanea multiples criterios de desempefio u objetivos, los cuales pueden ser contradictorios y
no conmensurables [64, 67]. Si existe la posibilidad de combinar los diferentes objetivos de un proble-
ma y se conoce la mejor manera de hacerlo, entonces se puede considerar que existe un Unico objetivo
a optimizar. En este caso, para obtener la solucion del problema basta con encontrar el minimo o el
méaximo de una Unica funcidn que resume todos los objetivos que se quieren satisfacer. Sin embargo,
lo usual es que no se conozca de que manera combinar los diferentes objetivos, o sea inadecuado,
cuando no imposible hacerlo. Entonces, se dice que el problema es un Problema de Optimizacion
Multiobjetivo (Multiobjective Optimization Problem - MOP) [25, 50, 64, 86, 101].

En los problemas de optimizacion multiobjetivo con objetivos contradictorios no existe una solu-
cién Unica que pueda ser considerada la mejor, sino un conjunto de soluciones que representan los
mejores compromisos entre los objetivos [64, 67]. Este es un conjunto de soluciones dptimas en el
sentido que cada una es mejor que las otras en algun objetivo, pero ninguna es mejor que otra en todos
los objetivos simultaneamente. Dicho conjunto es llamado conjunto de soluciones Pareto-Optimas y

sus correspondientes vectores en el espacio objetivo constituyen el denominado Frente Pareto [18, 50].



Los Algoritmos Evolutivos (Evolutionary Algorithms - EAs) [4] han demostrado ser especialmente
adecuados para la optimizacion multiobjetivo [20, 21, 100]. Desde la década de los 80s se han desarro-
Ilado varios EAs, capaces de buscar multiples soluciones Pareto-6ptimas en forma simultanea en una
sola corrida [1, 17, 18, 19, 29, 42]. Con el paso de los afios, la Optimizacion Evolutiva Multiobjetivo
(EMOO - Evolutionary Multiobjective Optimization ) se ha establecido como un area importante de
investigacion recibiendo cada vez mayor atencién [86].

En laactualidad, existe un gran niamero de Algoritmos Evolutivos para Optimizacion Multiobjetivo
(Multiobjective Evolutionary Algorithms - MOEA) [24, 86]. Con el uso cada vez mas extendido de
estos algoritmos en problemas reales de optimizacion, se hace necesario mejorar el desempefio de los
mismos [5, 37, 92]. Por tanto, para asegurar la aplicabilidad de la técnica de optimizacion evolutiva
multiobjetivo a problemas de complejidad creciente, es necesario mejorar tanto en la efectividad como
en la eficiencia de los méetodos evolutivos. Para ello, una alternativa es la incorporacion de conceptos
de paralelismo al disefio de estos algoritmos [37, 88, 91].

Los conceptos de paralelismo han estado presentes en la literatura referente a EAs practicamente
desde sus origines. En [11, 12, 13] se presenta una revision de varios modelos de paralelizacion para
algoritmos evolutivos mono-objetivo. Estos modelos apenas han sido integrados al campo de la opti-
mizacion evolutiva multiobjetivo [86, 88, 89]. Siendo el area de paralelizacion de algoritmos evolu-
tivos multiobjetivo un area de gran importancia y reciente interés, es necesario determinar las ventajas
y desventajas existentes en el desarrollo y aplicacion de algoritmos evolutivos multiobjetivo paralelos
(parallel Multiobjective Evolutionary Algorithms - pMOEAS) [88, 89].

A fin de determinar la efectividad de la técnica, como en [2, 3, 86, 87, 97, 98, 99, 103], en el
presente trabajo se realiza una comparacion de distintos pMOEASs utilizando diferentes métricas ex-
perimentales propuestas para medir el desempefio de MOEASs [36, 86, 103]. Para ello, se han realizado

implementaciones paralelas de seis algoritmos evolutivos para optimizacién multiobjetivo, aplicados



a funciones de prueba de distinta dificultad [98]. Ademas, debido a la importancia de un problema real
de optimizacion previamente estudiado: el calendarizado éptimo del encendido de bombas en esta-
ciones de bombeo de agua, en el presente trabajo se utiliza dicho problema como paradigma principal
[80, 92].

Asi, los objetivos de este trabajo son:

Presentar los conceptos mas importantes de EMOO.

= Reportar la bibliografia publicada en el a&rea de EMOO.

= Presentar una comparacion experimental entre diferentes pMOEAs.

= Mejorar la habilidad de busqueda de distintos MOEAs utilizando conceptos de paralelismo, en

especial para el problema de calendarizado de estaciones de bombeo de agua.

= Desarrollar fundamentos empiricos y tedricos para ayudar a decidir cual representa una mejor

opcidn con respecto a las caracteristicas de un problema dado.

El presente trabajo esta organizado de acuerdo al siguiente esquema:

= El capitulo 2 presenta los conceptos de computacién evolutiva utilizados en el transcurso del
trabajo, haciendo especial referencia a los algoritmos genéticos, sus conceptos, las caracteris-
ticas que los hacen més atractivos que otros métodos para la resolucion de problemas, su fun-

cionamiento, y las razones de su éxito.

= El capitulo 3 presenta los conceptos claves relacionados a optimizacion multiobjetivo.

= En el capitulo 4 presenta una descripcion de los distintos algoritmos evolutivos multiobjetivo

utilizados en este trabajo.



El capitulo 5 presenta conceptos de computacion paralela y la manera en que estos son incorpo-

rados a la optimizacion evolutiva multiobjetivo.

El capitulo 6 presenta las distintas métricas utilizadas, asi como los resultados de la utilizacion

de un modelo de paralelizacién determinado sobre distintas funciones de prueba.

El capitulo 7 presenta el problema de calendarizado 6ptimo del encendido de bombas en una
estacion de bombeo de agua y una comparacién de los resultados obtenidos por distintos pPMOEAs

para la resolucion de éste problema.

Finalmente se presentan las conclusiones y los trabajos futuros.



Capitulo 2

Computacion Evolutiva

Uno de los temas centrales de las ciencias de la computacion es como lograr que una computadora
encuentre soluciones para cualquier problema, a partir de una descripcion de alto nivel del mismo, sin
tener que programarla en forma explicita. Esto es, como construir sistemas dotados de un compor-
tamiento inteligente y que no sélo por su velocidad o precision sean capaces de resolver problemas al
descubrir por si mismos, eficaz y eficientemente, soluciones 6ptimas para la amplia gama de proble-
mas posibles [9].

Si bien el concepto de inteligencia es algo dificil de definir, se puede decir que un sistema es
inteligente si es capaz de mejorar su desempefio o mantener un nivel aceptable en presencia de in-
certidumbre. Atributos principales de estos sistemas son la capacidad de aprendizaje, de adaptacion,
la tolerancia a fallas y la auto-organizacion [56]. Estas caracteristicas, propias de los seres vivos,
raramente se encuentran presentes en los sistemas artificiales, incluso en los mas avanzados. La in-
teligencia artificial (1A) intenta construir sistemas con un comportamiento inteligente [48, 72].

Para encarar su ambicioso objetivo, el nicleo de la investigacion en inteligencia artificial se divide,
basicamente, en representacion del conocimiento, basquedas y aplicaciones de estas ideas [48]. La

representacion del conocimiento estudia el problema de encontrar un lenguaje en el cual codificar el



conocimiento de forma tal que la méaquina pueda usarlo. Mientras que el area de bisqueda, trata con
la resolucién de problemas donde la técnica basica utilizada implica examinar un gran ndmero de
posibilidades en la busqueda de la solucion.

La importancia de la busqueda para la IA radica en que muchos problemas del mundo real que
implican esfuerzo intelectual, pueden plantearse en forma directa como problemas de bdsqueda. Un
ejemplo clésico es el juego de ajedrez, donde dada una posicién se busca entre una secuencia de
movidas con el fin de determinar la mejor. Ademas, distintos problemas pueden ser planteados ade-
cuadamente como problemas de busqueda. EI primero en establecer una relacién entre inteligencia de
maquina y la busqueda fue Allan Turing, cuando a fines de la década del 40 identifico varios enfoques
que podrian ser utilizados para crear programas inteligentes a partir de la busqueda [85].

Para poder construir las cajas negras solucionadoras de problemas, se precisa contar con algo-
ritmos que requieran un minimo de informacion acerca del espacio de busqueda explorado. Estos
algoritmos son conocidos usualmente como métodos de busqueda débiles (weak methods), debido a
que la informacién sobre el dominio del problema con que cuentan es débil [72].

Los métodos débiles tienen en general la dificultad que para muchos problemas, el espacio de
busqueda crece exponencialmente con respecto al tamafio de la instancia considerada, siendo imprac-
tico examinar las distintas posibilidades sin incorporar informacion adicional. Entonces, es deseable
la utilizacion de métodos que ademas de precisar poco conocimiento a priori, sean capaces de generar
por si mismos informacion que permita orientar su bdsqueda a fin de comportarse de forma eficiente
en espacios de busqueda complejos y de alta dimensionalidad. Para el desarrollo de tales métodos, se
ha encontrado en la naturaleza y especialmente en el proceso evolutivo, una importante fuente de ins-
piracion. De hecho, la evolucidn en los entornos naturales puede verse como un proceso de busqueda
entre un gran nimero de posibles combinaciones de genes. Como resultado de dicha busqueda se ob-

tienen aquellas secuencias que permiten a los organismos sobrevivir y reproducirse en sus diferentes



entornos, adaptandose a los cambios que se producen en el ambiente. Asi, a partir de las nociones
provenientes de la evolucion bioldgica surge la computacion evolutiva (Evolutionary Computation -
EC ) como una forma de simular el proceso evolutivo para la resolucién de distintos problemas com-
putacionales [4].

Las primeras ideas de blsquedas genéticas o evolutivas aparecieron a principios de los 50’s como
una curiosidad cientifica. En los 60°s se desarrollaron las bases de los métodos principales de la com-
putacion evolutiva: los Algoritmos Genéticos (Genetic Algorithm - GA) [10, 51, 52], las Estrategias
de Evolucién (Evolution Strategies - ES) [69, 79] y la Programacién Evolutiva (Evolution Program-
ming - EP) [41]. La falta de recursos computacionales suficientes para la implementacion de estos
métodos en problemas reales los llevd a un periodo de rechazo y poco interés. En la década del 80,
con el aumento del poder de cOmputo, estos algoritmos recibieron mayor atencion como métodos para
la resolucion de problemas. Sin embargo, recién a partir de la década del noventa estos métodos se
establecieron como alternativas practicas cuando fueron utilizados con éxito para la resolucion de una
amplia variedad de problemas de optimizacion y busqueda de gran complejidad [4, 49].

Usualmente, los distintos métodos de la computacion evolutiva son Ilamados colectivamente Al-
goritmos Evolutivos (Evolutionary Algorithms - EA). Si bien cada enfoque tiene sus caracteristicas
particulares, en los Ultimos afos se han propuesto un gran numero de EAs que las combinan, quedando
difuso el limite entre éstos. Siendo los algoritmos genéticos los EAs que han recibido mayor atencion
de la comunidad cientifica en los Gltimos afios y que comparten ciertas caracteristicas con los otros
enfoques, usualmente se utiliza el término algoritmo genético como sinénimo de algoritmo evolutivo
a menos que se indique otra cosa [49].

En el presente capitulo presentamos una descripcion de los principios de funcionamiento de la
técnica de los algoritmos evolutivos con énfasis en los algoritmos genéticos tradicionales [50, 52],

como ejemplo ilustrativo de los EAs.



2.1. Algoritmos Evolutivos

Como se ha dicho, el proceso de evolucion puede ser visto como una blsqueda entre el conjunto
enorme de posibles secuencias de genes de aquellas que correspondan a los mejores individuos. Esta
busqueda que la naturaleza realiza es robusta, en el sentido que es capaz de localizar eficaz y eficien-
temente individuos de mejor adaptacion en un espacio de busqueda enorme y cambiante.

Las reglas de la evolucion son notablemente simples. Las especies evolucionan por medio de la
seleccién natural, esto es, la conservacion de las diferencias y variaciones individualmente favorables
y la destruccion de las que son perjudiciales. Los individuos que tienen ventaja sobre otros, por ligera
que sea, tendran mas probabilidades de sobrevivir y procrear su especie [26].

Los hijos son semejantes a sus padres, por lo que cada nueva generacion tiene individuos seme-
jantes a los mejores individuos de la generacion anterior. Ademas del proceso de seleccion natural,
en la naturaleza ocasionalmente se producen mutaciones al azar. Algunas de estas mutaciones con-
ducirén a nuevos y mejores individuos, de esta manera, alteraciones aleatorias seran introducidas y
luego propagadas a generaciones futuras. Por el contrario, las caracteristicas negativas introducidas
por la mutacién tenderdn a desaparecer pues conducen a individuos pobremente adaptados. Si las
modificaciones del ambiente son menores, las especies irdn evolucionando gradualmente con éste; sin
embargo, es probable que un subito cambio de ambiente provoque la desaparicion de especies enteras
y el nacimiento de otras nuevas, capaces de sobrevivir en el nuevo entorno.

Los algoritmos evolutivos son algoritmos de busqueda y optimizacion que simulando los meca-
nismos esenciales de la evolucion Darwiniana, intentan reproducir las caracteristicas de robustez y
simplicidad existentes en la naturaleza para evolucionar hacia mejores soluciones en problemas com-
putacionales [50].

Estos algoritmos trabajan con un conjunto de posibles soluciones para el problema que se intenta
resolver. Cada una de estas soluciones representa un individuo y todo el conjunto representa una
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poblacion. La informacion relativa a las caracteristicas de los individuos en poblaciones naturales
viene dada en los cromosomas, los cuales son responsables de la carga hereditaria. Por ello, cuando se
trabaja con EAs, las soluciones del problema considerado se codifican en forma de cadenas semejantes
a las cadenas de genes que conforman los cromosomas.

En la naturaleza cada individuo posee unas caracteristicas particulares, que miden de alguna ma-
nera su capacidad de adaptabilidad con respecto a otros individuos de la misma especie en un entorno
dado. Del mismo modo, en los EAs, a cada solucion de la poblacion artificial se le asigna un valor
de adaptabilidad (fitness) de acuerdo a que tan buena sea como solucion del problema en cuestion.
Dicho valor servira para que un proceso aleatorio de seleccion artificial, que favorece a los individuos
con mejor adaptabilidad, tome pares de individuos de la poblacién para ser sometidos a un operador
de cruzamiento. El operador de cruzamiento implementa alguna forma de intercambio entre las cade-
nas que conforman los individuos seleccionados (padres), para generar nuevas soluciones (hijos) las
cuales formaran una nueva poblacién.

Los procedimientos de asignacion de fitness, seleccién y cruzamiento se repiten de forma iterativa
hasta que algun criterio de parada se cumpla. A cada iteracion se le denomina cominmente generacion.
Entonces, se dice que un nuevo conjunto de soluciones se crea en cada generacion por medio de la
seleccion de buenos individuos de la generacion actual y el cruzamiento de los mismos.

Los miembros de cada nueva generacion creada a partir de la seleccién y el cruzamiento tendran
caracteristicas similares a las de los mejores individuos (soluciones) de la generacion anterior. Sin em-
bargo, ciertas caracteristicas importantes pueden perderse en este proceso. Un operador de mutacion
que altera en forma aleatoria una solucion tiene a su cargo recuperar la informacion que se pueda
perder durante el proceso simulado de evolucién natural, introduciendo una busqueda aleatoria en el
espacio de soluciones. Este proceso analogo al llevado a cabo en entornos naturales, proporciona a los

EAs las caracteristicas necesarias para un comportamiento robusto que le permite ser utilizado para



un amplio rango de problemas de optimizacion de funciones, optimizacion combinatoria, sistemas de

aprendizajes de logica difusa, aprendizaje de redes neuronales, entre otros [15, 29, 86, 100].

2.2. Meétodos tradicionales de busqueda, algoritmos evolutivos y

robustez

Existe una gran variedad de métodos tradicionales de busqueda y optimizacion, los cuales se pueden
clasificar basicamente en tres categorias: enumerativos, deterministicos y aleatorios. Si bien los algo-
ritmos enumerativos son algoritmos deterministicos, se hace una distincion para indicar que no utiliza
ninguna heuristica [86].

Los esquemas enumerativos son probablemente los mas simples. Basicamente se evalla cada solu-
cién posible de un espacio de busqueda finito. En espacios de busqueda de gran tamafio, esta técnica es
ineficiente e incluso imposible de aplicar, por lo que se necesita limitar de alguna manera el espacio de
exploracion. Los algoritmos deterministicos intentan realizar tal reduccién incorporando informacion

especifica del dominio del problema. Algunos algoritmos deterministicos son:

= Los algoritmos voraces (greedy), que realizan elecciones localmente optimas asumiendo que
subsoluciones Optimas son siempre parte de la solucion global 6ptima. Estos algoritmos son

adecuados so6lo cuando este caso se cumple .

= Los algoritmos de ascenso de cimas (hill-climbing), que buscan en la direccion de la mejora a
partir de la posicion actual. Estos algoritmos funcionan bien para funciones unimodales, pero
la presencia de optimos locales o llanos en el espacio de busqueda reducen la efectividad del

algoritmo.
= Los algoritmos de blsqueda en profundidad, que son algoritmos de bisqueda ciega donde la
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blasqueda se realiza de forma independiente a la ubicacion de la solucion. Esta expande un nodo,
genera todos sus sucesores, expande su sucesor y asi sucesivamente. Si la busqueda alcanza el

nivel inferior, la basqueda se reinicia en el nivel anterior.

= La busqueda en amplitud es también ciega y difiere de la busqueda en profundidad en que

explora el grafo un nivel a la vez.

= La busqueda del mejor primero (best-first search) utiliza informacién heuristica para asignar
valores numeéricos a los nodos, aquellos con mejor valor son examinados primero. Los métodos
de A*, Z* y otros [48] son variantes de este método donde la seleccion del nodo a expandir se

realiza de acuerdo a que tan promisorio es, asi como en el costo total incurrido para alcanzarlo.

Muchos problemas tienen alta dimensionalidad, son discontinuos, multimodales y/o NP-completos.
Los problemas que poseen una 0 mas de estas caracteristicas son denominados irregulares. Si bien los
métodos deterministicos han sido utilizados exitosamente en la resolucion de una gran variedad de
problemas, son usualmente inefectivos cuando se aplican a problemas irregulares.

La busqueda aleatoria mas simple analiza de forma aleatoria una cierta cantidad de soluciones en
busca del 6ptimo. La caminata aleatoria es muy similar, pero la seleccion del siguiente elemento a
evaluar se realiza considerando la ultima solucion evaluada como punto de partida. Como los métodos
enumerativos, para muchos problemas estas estrategias no son eficientes puesto que no consideran
conocimiento acerca del dominio del problema. En general, las basquedas aleatorias se comportan de
forma similar a los métodos enumerativos en espacios de busqueda de gran dimension.

La Tabla 2.1 resume las caracteristicas principales de estas categorias de algoritmos y sus desven-
tajas con respecto a la robustez. En dicha tabla, los métodos deterministicos se han subclasificado en
métodos directos e indirectos [50]. Aqui, un método es Ilamado directo si utiliza la funcion objetivo en

forma directa, mientras se dice que un método es indirecto si precisa informacion adicional a la fun-
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Deterministicos

Enumerativos

Aleatorios

existencia de derivadas, etc. para la funcion
objetivo.

eNecesidad de un conocimiento profundo
del problema en cuestién.

Indirectos Directos
Caracteris- | Buscan Optimos al | Buscan éptimos lo- | Buscan soluciones | Buscan  soluciones
ticas resolver un conjun- | cales saltando sobre | recorriendo el es- | recorriendo en forma
to de funciones no | la funcién y movién- | pacio de bulsqueda | aleatoria el espacio
lineales que resultan | dose en direccién re- | y analizando cada | de bisqueda.
de hacer el gradiente | lativa al gradiente lo- | solucién, una a la
de la funcidn objetivo | cal. vez.
igual a cero.
Desventajas| eSuposiciones restrictivas de continuidad, eMuchos espacios de busqueda son sim-

plemente demasiado grandes para buscar
punto por punto.
eNo utilizan informacion relativa al espa-
cio de busqueda.

eBuscan soluciones sin tener en cuenta in-
formacion sobre el espacio ya recorrido.

eBuscan la solucién a partir de un punto
dado.

ePoseen alcance local, el éptimo que bus-
can son los mejores en las cercanias del
punto actual, por lo que pueden con facili-
dad perderse el evento principal.

Tabla 2.1. Caracteristicas principales de los métodos de blsqueda y optimizacién tradicionales.

cién objetivo. Un andlisis mas detallado puede encontrarse en [50, 86]. En sintesis, se puede concluir
que existe un gran nimero de problemas que no pueden ser resueltos en forma efectiva utilizando los
enfoques tradicionales de busqueda.

De acuerdo al no-free-lunch theorem (NFL), no existe ningun algoritmo para resolver todos los
problemas de optimizacidn que sea en promedio superior a cualquier buen competidor [94, 95]. Sin
embargo, los algoritmos evolutivos han demostrado poseer caracteristicas que les permiten presentar
un mejor comportamiento que el demostrado por otros métodos para resolver un gran nimero de
problemas reales donde las técnicas clasicas no pueden ser aplicados, aunque como consecuencia, se
comportan peor para otra clase de problemas. En particular, los métodos clasicos son muy eficientes
para la resolucién de problemas lineales o cuadraticos, fuertemente convexos y unimodales. Por otra
parte, los algoritmos evolutivos pueden ser utilizados en problemas discontinuos, no diferenciables,
multimodales, ruidosos y en otras superficies de busqueda poco convencionales donde la busqueda

por métodos clasicos es impracticable. Entonces, su efectividad se extiende a un nimero mayor de
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aplicaciones, por supuesto, con una pérdida de eficiencia cuando se aplican a problemas para los
cuales se tiene un método especifico para resolverlo. En este sentido, se puede decir que los EAs son
mas robustos que otras alternativas. Las caracteristicas generales que hacen a los EAs diferentes a los

métodos tradicionales en cuanto a la robustez son:

1. Trabajan con poblaciones de individuos donde cada individuo representa (o codifica) un punto
en el espacio de soluciones potenciales para un problema dado. Esto implica que trabajan con

muchos puntos reduciendo de ésta forma la posibilidad de perderse en 6ptimos locales.

2. Las soluciones se generan de forma iterativa mediante la utilizacion de operadores aleatorios
que intentan modelar los procesos esenciales que intervienen en la evolucion natural. Existen

tres operadores evolutivos principales: cruzamiento, mutacion y seleccion.

3. A fin de evaluar los individuos se utiliza informacién de su funcion objetivo en forma directa

para asignarle un valor de adaptacion que permite determinar si un individuo es mejor que otro.

La diferencia basica existente entre los diferentes enfoques de la computacion evolutiva radica en
la manera en que los principios evolutivos son utilizados para obtener las caracteristicas anteriores. Sin
pretender analizar en profundidad las diferencias entre los diferentes modelos evolutivos principales

se tiene que:

= Los algoritmos genéticos enfatizan el operador de cruzamiento como el operador de bisqueda
mas importante y aplican la mutacién con una pequefia probabilidad como un operador de se-
gundo plano. Los GAs también utilizan un operador de seleccidn probabilistico y usualmente

utilizan una representacién binaria de los individuos.

= Lasestrategias de evolucidn utilizan mutaciones con distribucion normal para modificar vectores

de valores reales enfatizando la mutacion y el cruzamiento como sus operadores principales

13



para la exploracion del espacio de basqueda. El operador de seleccion es deterministico y las

poblaciones padre e hijo usualmente difieren en tamafio.

= La programacion evolutiva enfatiza la mutacion y no incorpora la recombinacion de individuos.
Al igual que las estrategias de evolucion, utilizan distribucion normal para su operador de mu-
tacion. El operador de seleccion es probabilistico, y aunque en la actualidad la mayor parte
de sus aplicaciones son para busquedas en espacios de vectores de valor real, el algoritmo fue

desarrollado en un principio para evolucionar maquinas de estado finito.

Un analisis detallado sobre las similaridades y diferencias existentes entre estos métodos puede

encontrarse en [4].

2.3. Caodificacion y funcion de adaptacion

En general, para resolver un problema utilizando una computadora, primeramente buscamos la se-
cuencia de pasos que deben ejecutarse para resolverlo (el algoritmo). Luego, utilizando algin lenguaje
de programacién, se codifica esta secuencia de pasos en un conjunto de instrucciones que se han de
ejecutar. Cuando se trabaja con algoritmos evolutivos, sin embargo, la preocupacion principal no es
acerca de qué pasos conduciran a la solucion del problema sino mas bien en la manera de representar
las soluciones. Es el algoritmo evolutivo el que se encargara de evolucionar la solucion. Asi, la com-
putacion evolutiva representa un cambio radical con respecto a la manera tradicional de enfrentar los
problemas computacionales.

Para resolver un problema utilizando técnicas de computacion evolutiva, las posibles soluciones
son codificadas de alguna manera similar a la estructura de las cadenas de genes que conforman los
cromosomas. Los parametros del problema se codifican ya sea como una cadena de nimeros binarios

[50], numeros reales [74], letras del alfabeto, listas, etc. Cada pardmetro puede tener una codificacion
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independiente de acuerdo a la conveniencia. En analogia con la naturaleza, cada parametro del proble-
ma codificado representa un gen y considerados en conjunto, forman una cadena de genes o cromoso-
ma. Asi mismo, los elementos en el conjunto de parametros son denominados usualmente genotipos,
mientras que los elementos en el espacio objetivo suelen denominarse fenotipos. Las definiciones 2.1

al 2.5 formalizan estas ideas [4].

Definicion 2.1. Codificacion: Sea S un espacio de busqueda, i.e. una coleccion de objetos sobre el

cual se realizara la busqueda. Sean A4, 4, ..., Ay conjuntos finitos arbitrarios y sea:

I =21 xA,..., X

Finalmente sea

g: I —S

una funcién que mapea vectores en I a soluciones en el espacio de busqueda. Se dice que el par
(I,g: I — S) es una codificacion o representacion de S. El conjunto 7 es denominado espacio de
codificacion, la funcién g es llamada la funcién de mapeo. Entonces, n es el nimero de variables

utilizadas para mapear una solucion de S en 1.

Definicion 2.2. Alelo: Los conjuntos 4;, i € {1,...,n}, a partir de los cuales se compone I en la

definicion 2.1, es llamado el conjunto de alelos y sus miembros alelos.

Definicion 2.3. Cromosoma: Sea la codificacion (I,g: I — §), los miembros de I son llamados
cromosomas y menos comunmente genomas 0 genotipos. Un cromosoma X € I puede ser escrito
como:

(X1,X2,...,Xn) € A1 X A2,..., X, An

0 COmMO una cadena X1Xs. .. Xn.
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Definicion 2.4. Gen: Los componentes x; de X, cuando se tratan como variables, son conocidos como

genes, tal que el i-ésimo gen toma sus valores del conjunto de alelos 4;.

Definicion 2.5. Locus: La posicion i de un gen en el cromosoma es conocida como su locus.

Como ejemplo, considerando el espacio de busqueda § = {0,1,2,...,9} y un espacio de repre-
sentacion I = 4; x 4, donde 4; = {0,1} y 4, = {0,1,2,3,4}. Una funcion de mapeo g: I — S

puede definirse adecuadamente como:

g(X1,X2) =5-X1+Xx2

donde x; toma sus valores del conjunto de alelos 41 y xo toma sus valores del conjunto de alelos
4. Entonces, para la codificacion (1,g: I — §), un cromosoma X = X1x2 = 13 en I representa a la
solucion 8 en §. Ademas, se dice que el gen con locus 1 (x1), tiene como valor el alelo 1y el gen con
locus 2 tiene como valor el alelo 3 [4].

En muchas representaciones, todos los genes tienen la misma cardinalidad y comparten un mismo
conjunto de alelos. En la mayoria de las aplicaciones de GAs, las variables de decision son codificadas
utilizando representaciones binarias, en las cuales todos los genes tienen los alelos 0 o 1. Esto es,
4, ={0,1} paratodoi € {1,...,n}.

La representacion binaria es adecuada para los problemas llamados problemas de optimizacion
combinatoria seudo-Boléanos de la forma f : {0,1}" — R. En éstos problemas, el espacio de busque-
da ({0,1}") puede ser representado en forma directa por cadenas binarias de longitud | = n. Es decir,
para este caso se tiene S = I. Algunos ejemplos de tales problemas son el problema del conjunto
independiente maximo en grafos [58] o el problema de la mochila [57], los cuales pueden ser repre-
sentados por vectores binarios simplemente incluyendo (o excluyendo) un vértice o item i en (de) una

solucion candidata cuando la entrada correspondiente se hace x; = 1 (x; = 0).
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Esta representacion también ha sido muy utilizada en el caso de problemas f : S — R donde el
espacio de basqueda S es fundamentalmente distinto del espacio vectorial binario {0,1}'. Uno de los
ejemplos méas prominentes de esto esta dado por la aplicacidn de algoritmos genéticos para problemas
de optimizacion de parametros continuos de la forma f : R" — R [27]. Los mecanismos para codificar
y decodificar entre los dos espacios diferentes {0,1}' y R" restringen el espacio continuo a intervalos
finitos [u;; v;] para cada variable x; € IR, dividiendo el vector binario de tamafio | en n segmentos. Por lo
general estos segmentos tienen igual longitud Iy, tal que I =n-Ix. Siendo a; el valor (0 0 1) especifico en
la posicion j de la cadena binaria, se interpreta el subsegmento (a(;_1.,+1,---»a1,) (i =1,...,n) como
la codificacion binaria de la variable x;. Entonces, la decodificacion del i-ésimo gen representado en
forma binaria con una subcadena de tamafio I; = Iy se realiza de acuerdo a la funcién de decodificacion

binaria I'' : {0,1}* — [u;;v;], donde [4]:

le—1
M@, a,) = U+ 2| — 1( Z}ai-(lx—j)zj) (2.1)

Por ejemplo, una variable real x; en el rango [0,5 ; 16] puede ser codificada en cadenas de 5 bits.
Entonces, utilizando la ecuacion 2.1, las cadenas (00000) y (11111) representan los valores reales
0,5 y 16 respectivamente, mientras que cualquiera de las otras 30 cadenas posibles representan una

solucidn en el intervalo (0,5 ; 16):

16-0,5

r1(00000) = 0,5+ 55— 0=05
16—0,5

r1(00001) = 0,5+ ~.(1-2% =10
251
16 —

r1(00010) = 0,5+ gs 0i5'<1'21+0'20>:1’5
16—0,5

r1(00011) = 0,5+ 51 (1214129 =20

16 — 05

r(11111) =05+ —5—~ 31 =160
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Luego de definir la codificacion, se debe establecer una funcion de adaptacion para cada problema
a ser resuelto. Como se dijo, un cromosoma particular representa una solucion al problema consi-
derado. Idealmente, a partir de un cromosoma dado la funcidn de adaptacion debe retornar un valor
proporcional a la utilidad de la solucion representada por tal cromosoma. Esto podria no parecer un
problema, debido a que cada problema de optimizacion posee una métrica (o métricas) relevante para
la busqueda [50].

Para ciertos problemas, particularmente con la optimizacién de funciones, es facil determinar que
funcion de adaptacion deberia ser utilizada, sin embargo, este no es el caso usual en problemas prac-

ticos. La funcion de adaptacion se puede definir formalmente como:

Definicion 2.6. Funcion de adaptacion: Sea el espacio de busqueda § y sea la codificacion (I,g :

I — S). Entonces, una funcion de adaptacion es cualquier funcion

f:.1—R (2.2)

tal que, cumpla con la propiedad que

vx, X' € I, f(x) > f(X'), si g(x) se considera mejor que g(x’) en § (2.3)

Es decir, dado cualquier par de cromosomas X, X/, al evaluar la funcién de adaptabilidad sobre es-
tos, tendra un valor de adaptacion mayor a aquel que represente la mejor solucion en el espacio de

busqueda considerado.

Definicion 2.7. Individuo: Sea la codificacion (I,g: I — S), y sea el cromosoma x € I, se utiliza
el término individuo para referenciar una estructura de datos compuesta por un cromosoma y otras

propiedades, como por ejemplo su valor de adaptabilidad f.

Definicion 2.8. Poblacion: Una poblacion es una estructura de datos que representa un grupo de
individuos. Generalmente se representa a una poblacion por medio de un vector de individuos.
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Para continuar, resulta conveniente introducir algunas notaciones. El conjunto de soluciones o
poblacién utilizado por los GAs para simular el proceso evolutivo se representa en este trabajo con P.
Como se vera posteriormente, esta poblacién cambia, generacion a generacién, conforme el proceso
simulado de evolucién avanza. Para representar esto se denota como P(t) a una poblacion P en una
generacion particular t. Por simplicidad, esta notacion se utilizara s6lo cuando es preciso sefialar el
namero t de generaciones transcurrido desde el inicio de la ejecucion del algoritmo. En otros casos,
se utilizara sélo P. A un individuo que se encuentra en la posicion cualquiera i de la poblacion P(t)
se le representa, de acuerdo a la conveniencia, ya bien utilizando un subindice como P;(t) o utilizando
la notacion P[i](t). Igualmente, se utiliza s6lo P; o PJi] cuando no resulta necesario indicar el nimero
de generacion. Las propiedades de los individuos varian de acuerdo al algoritmo y la representacion
considerada. Como un ejemplo de la notacion utilizada, el valor de adaptacién de un individuo se
representa con el subindice fitness. Asi, el valor de adaptacion del individuo en la posicion i de la
poblacion P, puede representarse como: P;,, ... 0 mas convenientemente como P/i] fitness; Mientras que
el respectivo cromosoma como: P[i]chrom- El tamafio de una poblacion genética P se representa con N.

Notacion referente a otras propiedades sera incluida en el presente trabajo conforme fuera necesario.

2.4. Operadores evolutivos

Los individuos en las poblaciones intercambian informacién por medio de operadores evolutivos. Exis-
ten tres operadores genéticos principales: seleccion, cruzamiento y mutacion. Las siguientes secciones

explican en forma breve cada uno de ellos.
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2.4.1. Seleccidén

La seleccidn es un proceso por medio del cual los individuos son escogidos de la poblacion de acuerdo
al valor de su funcion de adaptacion para someterse a la accion futura de otros operadores. Entre los
métodos de seleccién mas utilizados estan la seleccion via ruleta (roulette-whell selection - RW) y la
seleccion por torneo (tournament selection - TS) [50].

El procedimiento de seleccion por medio de ruleta es una de las estrategias de seleccion mas
simples. Este procedimiento se muestra en el Algoritmo 1. En la seleccién por ruleta, la probabilidad
de que un individuo sea seleccionado se calcula en forma directa a partir del valor de adaptacion del
individuo. Basicamente consiste en la construccion de una ruleta donde a cada individuo se le asigna
una fraccion de la misma en proporcion directa a su adaptabilidad. Luego se selecciona en forma
aleatoria una posicién en la ruleta, el individuo al cual le corresponda dicha posicion es el que serd

seleccionado. Entonces la probabilidad de seleccion del individuo P[i] como padre es:

P[i]fitness

== 2.4
Z?‘:lp[j]fitness 24)

ps(i)

Otro método de seleccion comunmente utilizado es el método de seleccion por torneo. En la selec-
cién por torneo un numero dado de individuos de la poblacion es preseleccionado en forma aleatoria.
Estos individuos se comparan unos con otros de acuerdo a su valor de adaptacion de una manera simi-

lar a la efectuada en competencias deportivas. Aquel con mejor valor de adaptacién es seleccionado.

Algoritmo 1 Algoritmo de seleccion por ruleta.

sum = Z'j\lzl P{j] fitness
r =rnd(0,sum) // rnd retorna un numero aleatorio entre 0 y sum
for j=1toN do

r=r-— P[j]fitness

if r <0 then

return P[j]

end if

end for
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Punto de Cruce =3 Punto de Cruce =3

¥ L 4
Fadrel |4 |0 |1 |0 |0 |1 0|1 |0 1|0 |0 | Padez

Hijel |4 (o |1 |41 |0 |0 o |1 |0 |0 |0 |4 | Hio2

Figura 2.1. Funcionamiento del operador de cruzamiento de un sélo punto.

Cuando el numero de individuos elegidos es dos, al TS se le llama seleccion por torneo binario. Ajus-
tando el tamafio del torneo se puede obtener algln control sobre la presion de seleccién y por tanto
de la velocidad de convergencia. EI menor tamafio de torneo (torneo binario) exhibe una convergencia

mas lenta que cualquier tamafio de torneo mayor.

2.4.2. Cruzamiento

El proceso de cruzamiento se inicia a partir de la obtencidn, utilizando algin operador de seleccion,
de los individuos que seran sometidos al operador de cruzamiento que se encargara de intercambiar
los componentes de los individuos seleccionados para producir nuevas soluciones. Asi, el operador de
cruzamiento se encarga de la transferencia por herencia de las caracteristicas de los mejores individuos
de una generacion a la siguiente, siendo de esta manera la contraparte artificial de la recombinacion
sexual.

Existen varias opciones para implementar el operador de cruzamiento siendo el cruzamiento de un
s6lo punto la forma mas comun de implementar este operador cuando se trabaja con una codificacion
de cadenas de bits. Este tipo de cruzamiento requiere la seleccion de dos cadenas como padres, luego,
se selecciona un punto de cruzamiento, tal que dicho punto se encuentre entre 1y (I —1), donde | es
la longitud de la cadena. Los padres son cortados en este punto para producir cuatro subcadenas, que

se intercambian para generar dos hijos. La figura 2.1 muestra este procedimiento.
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2.4.3. Mutacion

En los GAs la mutacién es utilizada como un operador de segundo plano cuyo propdsito es la ex-
ploracion aleatoria de nuevas porciones del espacio de busqueda. Es este operador el encargado de
introducir nuevo material genético en la busqueda de soluciones ya que el cruzamiento no introduce
ningun material nuevo.

Cuando la codificacién utilizada es binaria el operador de mutacién simplemente modifica el valor

de un bit en la cadena con una probabilidad de mutacién dada.

2.5. Un algoritmo genético simple.

Una vez que se ha determinado la codificacion, la funcion de adaptacion, los parametros y las varia-
bles para controlar el algoritmo y un criterio para terminar una corrida, un algoritmo genético puede

ejecutarse implementando el algoritmo 2.

Algoritmo 2 Algoritmo genético simple.
Generar la poblacion inicial P(0) de forma aleatoria y hacert =0
repeat
Evaluar el fitness de cada individuo en P(t)
Seleccionar padres de P(t) de acuerdo al fitness
Efectuar cruzamiento y mutacion para producir la poblacion P(t + 1)
t=t+1
until Alcanzar el criterio de parada

2.6. Teorema de esquemas

El teorema de esquemas (schemata) [52] fue la primera explicacion rigurosa de como funcionan los
GAs. Un esquema (schema) es un patrén que describe un conjunto de cadenas de genes con similari-

dades en ciertas posiciones de la cadena y puede definirse formalmente como:
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Definicion 2.9. Esquema: Sea un espacio de representacion I = 41 x 4o, ..., x 4y, para cada conjunto
de alelos 4;, se define un conjunto extendido 4* = 4; U {x}, donde % es un simbolo especial "no
importa". Entonces, un esquema es cualquier miembro del conjunto I ™ = 4} x 43,..., x 4}.

Un esquema H = (hy,h, ..., hn) describe un conjunto de cromosomas que tiene los mismos alelos

que H en todas las posiciones i tal que h; = , para una cadena binaria, esto es:
H={xeIlVie{l,2,...,n}, h; € {0,1x}}.
Las posiciones en donde H no tiene un simbolo * se llaman posiciones fijas.

Ademas, para poder trabajar sobre la idea de esquemas y similaridades entre distintos esquemas
se definen dos métricas. El orden de un esquema, que es el numero de posiciones fijas y el tamafio de
definicion, que es la distancia entre el primero y el Gltimo de los simbolos fijos. Las definiciones 2.10

y 2.11 describen formalmente las métricas mencionadas.

Definicién 2.10. Orden de un esquema: El orden de un esquema H € I, denotado por o(H), es el

namero de posiciones fijas presentes en el esquema.

Definicion 2.11. Tamafio de definicion de un esquema: El tamafio de definicion de un esquema
H e I, denotado por 8(H), es la distancia entre la primera y Gltima posicion de la cadena con simbolos
fijos .

Como ejemplo, sea el alfabeto binario {0,1}, agregando un simbolo especial x tenemos {0,1, x},
un esquema es una cadena sobre este alfabeto. EI esquema H = x11x, describe un subconjunto de
S con cuatro elementos {0110,0111,1110,1111}. El 6rden de H (o(H)) es 2 puesto que posee dos
posiciones fijas, mientras que su distancia de definicion (d(H)) es 1 ya que el primer valor fijo se
encuentra en la posicion 2 y el Gltimo en la 3.

El teorema de esquemas analiza el efecto de los operadores de los GAs y provee un limite inferior

sobre los cambios en la tasa de muestreo para un esquema, de una generacion a otra.
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En un dado tiempo t existen m elementos de un esquema particular H en un poblacién genética
P(t) = {P1,...,Pn}, esto se representa por m = m(H,t). Sea iy la representacion del indice de un
individuo P; en el conjunto {H AP(t)}, in € {1,...,m} y fj,, su correspondiente valor de adaptacion.
Aplicando a la poblacion una seleccidn por medio de ruleta ponderada, esperamos tener en el conjunto

de padres un nimero de elementos de el esquema H igual a:

f1, frni N

mHt+1)= ———H"H — N+...+ _ N = :
( ) 5 1L 1 Pl itness 551 P[i] fitness 51 Pljlfitness

(Fag oo+ ) =

" e .m_fH) T
o R a—— fig) —=
S Pl 2™ m

-m(H,t) (2.5)

donde ?(P) es el valor de adaptacion promedio de toda la poblaciéon y ?(H) es el valor de adaptacion
promedio de las cadenas que son representadas por el esquema H en P(t).

La ultima formula, implica que los esquemas con valores de adaptacion por encima del promedio
de la poblacion recibiran un nimero mayor de muestras en la siguiente generacion, mientras que los
esquemas con valores de adaptacion por debajo del promedio de la poblacion recibiran un nimero
cada vez menor de muestras [50].

Ahora se consideraran los efectos del operador de cruzamiento. Existen elementos en la poblacion
que no van a ser cruzados, y estos elementos seran copiados en forma directa a la siguiente generacion.
Ademas, existe una probabilidad de ruptura de un esquema debido al operador de cruzamiento. Siendo
que un esquema sobrevive al cruzamiento simple sélo cuando el punto de cruce cae fuera del tamafio
de definicion, entonces, la probabilidad de sobrevivencia al cruzamiento simple es 1 — ?(f'l)

Por simplicidad se supondra que el cruzamiento siempre destruye. Pero, de echo, existe una proba-

bilidad de que elementos que no pertenezcan a H generen por cruzamiento elementos que pertenecen
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a H. Sea pc la probabilidad de cruzamiento. Entonces el nimero de elementos de H ent + 1 es, al

menos:

no elegidos pir\a cruzamiento no destruidos
f(H) f(H) 7 a(H)
m(H,t+1) > (1- pc)-m(H,t)-W—F(pc)-m(H,t)-ﬁ-( —m)

elegidos para cruzamiento

[1—pec+ pc—pc'w] :m(H,t)'f(H)

o(H)
%(P) —1 [1—pc-

m(H,t+1) > m(H,t)- f(P) -1

] (26)

Entonces, considerando la seleccion y el cruzamiento a la vez, aquellos esquemas con valor de
adaptacion por encima del promedio y tamafio de definicion pequefio reciben mas muestras para la
siguiente generacion.

El Gltimo operador a considerar es la mutacion de un bit. Para que un esquema sobreviva, la mu-
tacion no debe ocurrir en una posicion con un valor fijo. Siendo py, la tasa de mutacion, la posibilidad
de que un valor de un bit permanezca es (1 — pm), entonces la probabilidad de sobrevivir para un
esquema es (1 — pm)O(H), para pequefios valores de pm (pm < 1) la probabilidad de supervivencia
del esquema puede ser aproximada por 1 —o(H) - pm. Entonces considerando todos los operadores la
expresion param(H,t+ 1) es:

f(H)

m(H,t+1) zm(HA)-W-u—pc-@—o(H)-pm] 27)

En conclusion, los esquemas cortos, de orden bajo, con adaptacion por encima del promedio
reciben muestras de manera exponencialmente creciente en cada generacion. Esto se conoce como
teorema de esquemas [50, 52].

Muchos esquemas diferentes son muestreados cuando una poblacidn de cadenas es evaluada, y de
echo, son muestreados mas esquemas que el nimero de cadenas contenidas en la poblacion. El efecto
acumulativo de evaluar una poblacion de puntos provee informacién estadistica acerca de cualquier
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subconjunto particular de esquemas. Esto implica que muchas competencias entre esquemas son re-
sueltas en forma paralela, Holland Ilam¢ a esto paralelismo implicito [52].

Es importante recalcar que el término paralelismo implicito no se refiere a la potencialidad de
implementar algoritmos genéticos paralelos. De echo, Holland primero uso el término paralelismo in-
trinseco en [52], pero luego decidié cambiarlo al término paralelismo implicito para evitar confusiones
con la terminologia de la computacion paralela. Desafortunadamente, el término paralelismo implicito
en la comunidad de computo paralelo se refiere a paralelismo que es obtenido a partir de codigo escrito

en lenguajes funcionales que no tienen constructores paralelos explicitos [93].

2.7. Convergenciay diversidad

Luego de varias generaciones, es posible que el operador de selecciéon conduzca a todos los bits en
algunas posiciones a un solo valor (0 o 1 si se utiliza un codigo binario). Un gen se dice que ha
convergido cuando al menos el 95 % de la poblacion comparte el mismo valor. Una poblacion se dice
que convergid cuando todos los genes han convergido [27].

Una vez que la poblacion converge, la habilidad de un GA para continuar buscando mejores solu-
ciones por cruzamiento desaparece. Cuando los individuos padres poseen cromosomas idénticos, el
intercambio no produce ningun efecto y los individuos generados tienen cromosomas iguales al de sus
padres. Solo el operador de mutacidén permanece para explorar nuevas soluciones. Cuando esto ocurre,
la busqueda llevada a cabo por el algoritmo genético es solo una busqueda aleatoria. Idealmente, la
convergencia deberia ocurrir sélo cuando la solucion es alcanzada. Si la convergencia ocurre sin que
el GA alcance una solucion satisfactoria, se dice que el GA ha convergido en forma prematura.

La preponderancia de individuos con un valor de adaptacion demasiado elevado con respecto al

promedio de la poblacion lleva a que los métodos de seleccion estandar converjan en forma pre-
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matura. Este es un problema particularmente importante cuando se trabaja con poblaciones genéticas
pequefias. Otro problema ocurre cuando todos los individuos tienen probabilidad de seleccion similar
y el GA posee una convergencia demasiado lenta. La convergencia hacia un pico u otro sin una ventaja
importante entre un punto y otro es causado por la similaridad genética [50].

Para prevenir problemas causados por la similaridad genética, se han desarrollado varios métodos.
Los métodos de nicho (niching), por ejemplo, son técnicas que fomentan la formacién y mantenimien-
to de subpoblaciones estables en GAs. EI mantenimiento de la diversidad permite a los algoritmos
genéticos buscar muchos picos en paralelo, evitando quedar atrapados en 6ptimos locales del espacio
de busqueda. Los métodos de niching pueden ser aplicados para la formacion y el mantenimiento de
subsoluciones interinas en la busqueda de una unica solucion final. Sin embargo, estas técnicas han
sido tradicionalmente utilizadas en el contexto de la formacion y el mantenimiento de mdltiples solu-
ciones finales [62, 63]. El método de repartija de fitness (fitness sharing) es probablemente el mejor y

mas conocido método de entre los métodos de niching [73].

2.7.1. Fitness Sharing

Los métodos de fitness sharing fueron introducidos en 1987 por Goldberg y Richardson para modificar
el horizonte de busqueda reduciendo el valor de adaptabilidad de los individuos que poseen cierta
similaridad con respecto a otros individuos de una poblacién [62]. Los métodos de fitness sharing
requieren que el valor de adaptacion sea compartido entre individuos similares como un soélo recurso.
Para esto a cada individuo P([i] se le asigna un valor llamado su cuenta de nicho, denotado por P{i] ncount
que se utiliza como indicador del nivel de similaridad del individuo. El fitness compartido de un
individuo PJi] es igual a su viejo valor de adaptacion, dividido este valor.

El valor de la cuenta de nicho para un individuo se calcula a partir de una funcion sharing. Esta

mide el nivel de similaridad entre dos elementos de la poblacién. La funcion retorna 1 si los elementos
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son idénticos, 0 si cruzan algin umbral de diferenciabilidad, y un nivel intermedio en un nivel inter-
medio de diferenciabilidad. El umbral de diferenciabilidad es especificado por una constante, Gghare, €l
cual indica la maxima distancia permitida para que un sharing diferente de cero ocurra. Tipicamente

la funcion de sharing es:

1 (%P i d(P,Py) < Oaare

sh(d(R,Py)) =

0, de otro modo

donde : (28)

a es un parametro constante el cual regula la forma de la funcion de sharing, y

d es una funcion de distancia dada, que calcula la distancia entre sus argumentos.

Cuando se implementa en el espacio objetivo, la funcion d usualmente corresponde a la distan-
cia Euclidiana [35]. Mientras que, cuando se implementa en el espacio de genes, es usual utilizar
el nimero de diferencias de bits (o distancia de Hamming) entre las soluciones. Tal medida de la
distancia es Util en los problemas definidos en el espacio de los genes [35].

El valor de la cuenta del nicho para PJi] es igual a la sumatoria de los valores de la funcion de

sharing entre PJi] y cada individuo de la poblacion P[j]

Plilnoours = 3 sh(d(R,P) (2.9

Finalmente, el valor de adaptacion compartido del elemento P[i] es:

P[] e — % (2.10)
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2.7.2. Restriccion de apareamiento

Cuando el procedimiento de niching se implementa en problemas con objetivo Unico, Deb y Goldberg
[35] notaron que la recombinacidn entre cromosomas de nichos diferentes usualmente producen indi-
viduos pobremente adaptados. Esto lleva a la degradacion del desempefio del GA. Con el fin de evitar
este problema, en [35] se propone restringir el apareamiento (matting restriction) solo entre individuos

que estan a una cierta distancia en el espacio genotipico.

2.7.3. Elitismo

Un algoritmo evolutivo opera a través de la utilizacion iterativa de operadores genéticos. Estos opera-
dores genéticos pueden producir la pérdida de una buena solucion encontrada en una generacion, en
generaciones posteriores. En vista a esto, en [27] se sugiere una politica en la cual siempre se incluye
el mejor individuo de P(t) en P(t +1) a fin de preservarlo de la posible accion negativa de los opera-
dores genéticos. A esta estrategia se le conoce como elitismo. Se ha demostrado formalmente que el

elitismo asegura la convergencia de los métodos evolutivos [70].
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Capitulo 3

Optimizacion Multiobjetivo

En el presente capitulo se describen los principios de optimizacion multiobjetivo formalizando los
conceptos principales. Asi mismo, se describe el modelo general del proceso de solucién utilizado con
problemas de optimizacién multiobjetivo. Ademas, se presentan algunos métodos clasicos represen-
tativos utilizados para la resolucion de este tipo de problemas, discutiendo sus ventajas y desventajas

potenciales.

3.1. Conceptos basicos y terminologia

La mayoria de los problemas del mundo real requieren la basqueda de soluciones que optimicen de
manera simultanea varios objetivos. Esto es asi no solo en cuestiones relacionadas con la ingenieria
o la toma de decisiones para los negocios, sino mas bien, forma parte de la vida diaria de las per-
sonas. Por ejemplo, cuando las madres seleccionan una receta de cocina ellas desean aquella que,
ajustandose a un determinado presupuesto, proporcione a sus hijos la mejor y mas adecuada carga de
vitaminas, proteinas y minerales de acuerdo con la edad y las necesidades alimentarias de estos. Asi

mismo, desean que la comida a preparar se ajuste a los gustos, posiblemente diversos, de los distintos
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comensales. Esta situacion sencilla de la vida diaria permite sefialar algunas de las caracteristicas mas

importantes de los problemas de optimizacion con objetivos multiples:

los distintos objetivos pueden ser conflictivos, tener distintas unidades de medidas, y ser incon-

mensurables,

= al existir objetivos contradictorios no existe una solucion Unica que sea mejor que otras con
respecto a todos los objetivos, sino que se tiene un conjunto de alternativas de solucién, las

cuales representan los mejores compromisos entre los distintos objetivos,

= de las alternativas existentes solo interesa el conjunto de soluciones que cumplen con ciertas

restricciones (soluciones factibles) y finalmente,

= existiendo un conjunto de alternativas posibles es necesario que un tomador de decisiones pro-

porcione informacidon de preferencia a fin de seleccionar la solucion a ser implementada.

En los problemas de optimizacion con objetivo Unico, el espacio de blsqueda se encuentra totalmente
ordenado por medio de la funcion objetivo por lo que es posible hablar de un 6ptimo global el cual se

define formalmente como [86]:

Definicion 3.1. Optimo global (monobjetivo): dada una funcion f : R" — R, para x € R" el valor

f* = f(x*) es Ilamado un 6ptimo global (maximo o minimo) si y sélo si:

vx € R": f(x*) es mejor que f(x) (3.1)

Entonces, x* es la solucion global éptima, f es la funcion objetivo. El problema de determinar la

solucion global 6ptima es llamado problema de optimizacion global.

Asi, cuando se tiene un objetivo Unico, el proceso de optimizacidn se reduce a hallar el maximo o el
minimo valor de una funcién. La matematica cuenta con herramientas adecuadas para esto por lo que
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no resulta extrafio que el enfoque usual de los métodos tradicionales para la resolucion de problemas
donde se contemplan objetivos multiples sea el combinar de algun modo los distintos objetivos en
una tnica funcién para luego resolver el problema monobjetivo. A estos métodos se les conoce como
métodos de escalarizacion puesto que transforman una funcién de optimizacion vectorial F € R" — RK
en una funcién de optimizacion escalar F' = f € R" — R.

Los métodos de escalarizacion han demostrado ser adecuados para la resolucion de un gran nimero
de problemas donde se consideran objetivos multiples. Sin embargo, cuando se consideran simultanea-
mente objetivos contradictorios, con distintas unidades de medida o inconmensurables, generalmente
resulta inadecuado combinar los diferentes objetivos en una Gnica medida de desempefio. Asi mismo,
para la gran mayoria de los problemas, no resulta posible priorizar un Unico objetivo, sino mas bien to-
dos deben ser considerados en forma simultanea. En estos casos, se tiene un problema de optimizacién
multiobjetivo (Multiobjective Optimization Problem - MOP).

Mientras que la optimizacion con objetivo Unico busca un vector de decision n-dimensional que
optimice una funcion escalar, en optimizacion multiobjetivo se intenta encontrar uno que optimice
una funcion vectorial cuyos elementos representan las distintas funciones objetivo. Formalmente un

problema de optimizacion multiobjetivo puede definirse como:

Definicion 3.2. Problema de Optimizacién Multi-Objetivo: un MOP general optimiza una funcion

y = F(x) = (f1(X),..., f(x)) (3.2)
sujeto a

g(x) = (91(X);---,9gm(x)) <0 (3.3)
donde

X = (X1,...,Xn) € X CR"

y=(y1,...,¥k) € ¥ CR¥
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x es una variable de decision vectorial n-dimensional, y es un vector objetivo k-dimensional, X C R"

denota el espacio de decision, e 9 C R¥ denota el espacio objetivo.

El conjunto de restricciones dadas por 3.3 define la region de factibilidad X; C R" y cualquier

punto X € X; es una solucion factible.

Definicion 3.3. Conjunto factible: el conjunto factible X5 esta definido como el conjunto de vectores

de decision x que satisfacen las restricciones g(x):
X = {xeX|g(x)<0} (3.4)
La imagen de Xs, es la region de factibilidad en el espacio objetivo y se denota por

9% =F(x1) = |J {F0} (35)

XEXs

Como se dijo anteriormente, en optimizacion con un solo objetivo, el espacio de bdsqueda (el
conjunto de variables de decision factibles) estd completamente ordenado de acuerdo al valor de la
funcion objetivo. Esto es, dadas dos soluciones a y b en el espacio de soluciones factibles, se cumple
s6lo una de las siguientes proposiciones: f(a) > f(b), f(a) = f(b) o f(a) < f(b). Sin embargo,
cuando se busca la solucion de un MOP con objetivos contradictorios, el espacio de busqueda se
encuentra sélo parcialmente ordenado y dos soluciones pueden ser indiferentes entre si siendo poco
usual gue una unica variable de decision optimice de manera simultanea todas las funciones objetivo.
Por tanto, no existe una solucion unica que pueda ser considerada como "la mejor", sino un conjunto
de soluciones que representan los mejores compromisos entre los distintos objetivos.

Considere, por ejemplo, el disefio de una red de transmision de datos. Teniendo en cuenta sélo el
costo y la confiabilidad, en funcion del numero de paquetes perdidos o alterados como una fraccion del
total de enviados, un disefio 6ptimo seria uno que minimice los costos y la tasa de error residual. Si tal
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solucidn existe, se tiene un problema de optimizacion de objetivo Gnico pues la solucion 6ptima para
cualquier objetivo es también la solucion 6ptima para la otra. Sin embargo, en el caso del ejemplo, los
objetivos son usualmente conflictivos: la red mas econémica por lo general es de menor confiabilidad,
y una red con mayor confiabilidad por lo general es mas costosa. Puesto que se tienen objetivos
contradictorios, éstos no pueden ser optimizados simultdneamente y no existe una solucion unica
sino, en vez de ello, se tiene un conjunto de soluciones satisfactorias que representen un compromiso
entre los dos objetivos considerados. Dependiendo de las consideraciones del disefiador, una solucion
intermedia puede resultar aceptable.

El conjunto de soluciones de compromiso es un conjunto de soluciones dptimas en el sentido que
cada una es mejor que las otras en algin objetivo, pero ninguna puede considerarse mejor cuando
se tienen en cuenta todos los objetivos de forma simultanea. La existencia de multiples soluciones
Optimas hace necesaria una nocion distinta de optimo .

La nocion de 6ptimo para problemas multiobjetivo mas cominmente aceptada es una propuesta
original de Francis Ysidro Edgeworth, y generalizada posteriormente por Vilfredo Pareto, llamada 6p-
timo de Pareto (Pareto Optimum) [23]. Los conceptos esenciales para entender la nocion de 6ptimo
de Pareto son: dominancia de Pareto (Pareto Dominance), optimalidad de Pareto (Pareto Optimali-
ty), conjunto Pareto dptimo (Pareto Optimal Set), y frente de Pareto (Pareto Front) [23], definidos a

continuacion.

Definicion 3.4. Dominancia de Pareto: un vector u = (uy,...,Uk) Se dice que domina a otro vector

vV = (V1,...,Vk) Si y s6lo si: u es parcialmente mejor que v, esto es

Vie{1,...,k},ui es mejor o igual que vi A Ji € {1,... ,k}|u; es estrictamente mejor que v;

Es decir, u domina a v si u es mejor o igual a v en todos los objetivos y estrictamente mejor en al

menos un objetivo. En este caso, se dice que existe una dominancia de u respecto a v lo que se denota
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COmo u > V (U es mejor que V).

Note que la definicidn anterior de dominancia Pareto es independiente de que se trate de minimiza-

ciones, maximizaciones o combinaciones de estas.

Definicién 3.5. Dominancia de Pareto débil: un vector u = (us,...,ux) se dice que domina de forma

débil a otro vector v = (v1,...,Vk) si y s6lo si: u es parcialmente mejor o igual que v, esto es
Vie {1,...,k},ui es mejor o igual que v;

Es decir u = v o u = v. La dominancia débil de u respecto a v se denota como u > v.

Definicion 3.6. Dominancia de Pareto Estricta: un vector u = (uy,...,ux) se dice que domina de
forma estricta a otro vector v = (v1,...,Vk) Si y solo si: u es mejor que v para todos los objetivos
considerados, esto es

Vie{1,...,k},uj es mejor v;

La dominancia estricta de u respecto a v se denota como u > V.

Definicion 3.7. Relacion de Nodominancia: un vector u = (uy,...,Ux) Se dice que nodomina al vector
V = (V1,...,Vk) Si y sblo si la relacion u > v no se cumple. La relacion de nodominancia del vector u

respecto al vector v se denota como u vy se lee u nodomina a v.

Definicion 3.8. Vectores no comparables: los vectores u y v son no comparables o indiferentes si y
solo si:
(UFAV)A(VEU)A(VF#U)
En este caso, ni u es mejor que Vv, ni v puede ser considerado mejor que u. Si bien los vectores u y
V Nno son estrictamente iguales, ambas soluciones pueden ser consideradas igualmente buenas debido
a que ninguna es superior a la otra cuando consideramos todos los objetivos. Se dice entonces que el

vector v es indiferente 0 no comparable al vector u y se lo denota como v~u.
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Relacion Ejemplo Significado
Dominancia estricta | u>> v u es mejor que v en todos los objetivos
Dominancia u>v u dominaav
Nodominancia uy¥v u nodominaav
Dominancia débil urv U no es peor que Vv en ningun objetivo
No comparable u~Vv | niudomina débilmente a v, ni vdomina débilmente a u

Tabla 3.1. Notacion utilizada para las relaciones de dominancia Pareto entre vectores objetivo.

La Tabla 3.1 resume la notacién utilizada en el presente trabajo para los conceptos de dominancia
Pareto. Definidas las distintas relaciones de dominancia, se define formalmente un éptimo de Pareto y

el conjunto Pareto Optimo como:

Definicion 3.9. Optimo de Pareto: se dice que una solucidn x € X es Pareto Gptima con respecto a
un conjunto Q C Xs siy sélo si:

Ax' € Qparael cual v/ = F(X') = (f1(X),..., fk(X)) domina a u = F(x) = (f1(x),..., fk(X))
Si en el contexto resulta claro a que conjunto Q se hace referencia, simplemente no se lo menciona.

La solucién x es una solucion Pareto 6ptima si y solo si es no dominada con respecto al conjunto Xs.

Definicion 3.10. Conjunto Pareto Optimo: para un MOP, el conjunto Pareto 6ptimo, denotado por *,
se define como:

P* = {x € X;| AX' € X; parael cual F(x") domine a F(x)}

En palabras, un vector x es Pareto 6ptimo si no existe ningun otro vector de decision factible
X" € Xt que lo domine. El conjunto de soluciones en un MOP, denotado por P* esta compuesto por
todos estos vectores Pareto dptimos. Las soluciones Pareto dptimas son también llamadas soluciones
no inferiores, admisibles, o soluciones eficientes, mientras que sus vectores objetivo correspondientes
son denominados no dominados. El conjunto de vectores no dominados en el espacio objetivo, corres-
pondiente al conjunto de soluciones P*, es llamado Frente Pareto Optimo y denotado por PF* [86].

Formalmente, el Frente Pareto Optimo puede definirse como:
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Definicion 3.11. Frente Pareto Optimo: dado un problema de optimizacion mutiobjetivo F(x) y un

conjunto Pareto Optimo P*, el Frente Pareto Optimo P F* se define como:
PF*={u = F(x) = (fi(x),..., fk(X))| x € P*}

Con el fin de ilustrar los distintos conceptos presentados, considere el problema de optimizacion

multiobjetivo conocido como el problema de prueba F, de Schaffer [76]:
Minimizar  Fz(x) = (f1(x), f2(x))
donde:  fi(x) =x2
(3.6)
fZ(X) = (X - 2>27
X € [-5;5]

La Figura 3.1 presenta la grafica de las dos funciones que conforman la funcién multiobjetivo
considerada en la Ecuacion 3.6 en el rango [—5;5]. Note que la funcion f; alcanza el valor minimo
cuando x se hace cero, mientras que el minimo para f, se obtiene cuando x es igual a dos. Para
valores inferiores a cero, ambas funciones tienen pendientes de signo igual. Cuando x se hace cero,
la pendiente de f; cambia de signo, mientras que f, cambia de signo recién en x = 2. Entonces, para

los valores de x en [0;2], mientras que en una funcion se disminuye, en otra se aumenta. Por tanto, el

conjunto Pareto Optimo para el MOP planteado en 3.6 es:
P = {x]0<x <2}

Para cualquier solucién que no se encuentre en el conjunto P*, existe siempre una solucion que la
domina.

El Frente Pareto Optimo correspondiente esta formado por el conjunto de vectores bidimensionales
obtenidos al evaluar la funcion F; para cada valor de x € P*. La Figura 3.2 representa los valores de la
funcion f1(x) graficados contra la funcion fz(x) para x € [0;2]. Es decir, es la grafica de los elementos
en PF* para el problema 3.6.
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Figura 3.2. Frente Pareto Optimo para el problema F de Schaffer.

3.2. Proceso de soluciéon de un MOP

Un problema de optimizacion multiobjetivo se considera matematicamente resuelto cuando el conjun-
to Pareto Optimo es encontrado. En problemas reales, usualmente se requiere de una tnica solucion.

Puesto que desde un punto de vista estrictamente matematico todas las soluciones en el conjunto Pare-
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to son igualmente buenas, para obtener la solucion a ser implementada en un caso concreto, se necesita
informacién adicional de preferencia. Un tomador de decisiones (decision maker - DM) humano es
quien se encarga de proporcionar la informacion de preferencia necesaria para seleccionar una solu-
cion del conjunto Pareto. Asi, el proceso de solucion de un MOP puede dividirse en dos procesos

conceptualmente distintos [53, 64]:

= Proceso de busqueda u optimizacion, por el cual se explora el conjunto de soluciones factibles

en busca de soluciones Pareto Optimas.

= Proceso de toma de decisiones, por el cual se selecciona una solucion de compromiso adecuada,

a partir del Conjunto Pareto Optimo hallado por el proceso anterior.

La importancia de la toma de decisiones como parte del proceso de solucion es una buena razon
para clasificar los distintos métodos para solucionar problemas de optimizacion multiobjetivo de acuer-
do con la manera en que se combinan la basqueda del conjunto de soluciones y la toma de decisiones

[64]. Asi, los métodos se clasifican en:

= Métodos a priori: la toma de decisiones se realiza antes de la busqueda de soluciones. Usual-
mente los distintos objetivos se combinan en uno, el cual implicitamente incluye informacién de
preferencia proporcionada por el tomador de decisiones. Esto hace que efectivamente el MOP

se convierta en un problema de optimizacion monobjetivo, antes de la optimizacion.

= Metodos a posteriori: la toma de decisiones se realiza de forma posterior a la busqueda. La
optimizacién se realiza sin ninguna informacion de preferencia. El resultado del proceso de
busqueda es un conjunto de soluciones candidatas, idealmente Pareto-Optimas, a partir de la
cual la decision final sera realizada por el tomador de decisiones, conociendo las alternativas

disponibles.
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= Métodos interactivos o progresivos: la toma de decisiones se realiza durante la blsqueda de
soluciones de manera interactiva. Luego de cada paso de optimizacion, un conjunto de solu-
ciones de compromiso es presentado al tomador de decisiones, quien proporcionara informacion

de preferencia que guiaré el proceso de busqueda.

Con los metodos a priori, donde se combinan multiples objetivos en un unico criterio de op-
timizacion, cuando son aplicables, se tiene la ventaja que las estrategias clasicas de optimizacion
monobjetivo pueden ser utilizadas sin modificaciones. La desventaja es que requiere un conocimien-
to profundo del dominio del problema que permita realizar la escalarizacion de forma correcta. Este
conocimiento del dominio del problema requerido por los métodos a priori usualmente no se encuentra
disponible. Es més, en varios problemas de disefio en ingenieria, lo que se desea especificamente es
ganar mayor conocimiento sobre el problema y sobre las soluciones alternativas. Realizar la toma de
decisiones luego del proceso de busqueda (métodos a posteriori) resuelve el problema, pero excluye la
articulacion de la preferencia del tomador de decisiones, lo que podria a su vez reducir la complejidad
del espacio de busqueda. Los métodos interactivos superan las desventajas de los métodos a priori y
posteriori permitiendo al tomador de decisiones expresar sus preferencias a medida que avanza en el
conocimiento del problema considerado.

Como se dijo anteriormente, los métodos tradicionales de blsqueda de éptimos para problemas
multiobjetivo se basan en convertir el problema considerado en un problema monobjetivo. Estos méto-
dos encuentran una solucién a la vez por lo que se han propuesto varios métodos para aproximar un
conjunto de soluciones en vez de un Gnico punto. En la siguiente seccion se presentan algunos en-
foques tradicionales, representativos para la solucion de MOPs, seguida de una discusion sobre sus
principales caracteristicas. En el proximo capitulo se introducen los algoritmos evolutivos como una

técnica actual para la resolucion de estos problemas.
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3.3. Meétodos tradicionales de optimizacion

3.3.1. Meétodos de suma ponderada

En los métodos de suma ponderada las funciones objetivo del problema de optimizacion multiobjetivo
original se combinan de forma lineal utilizando diferentes coeficientes de peso para formar una fun-
cion escalar a ser optimizada. Esto significa que un problema original de optimizacion con objetivos
maultiples:

Optimizar  F(x) = (f1(X,..., fk(X)) (3.7)

sujeto a:
g(x) = (91(X),---,9gm(x)) <0 (3.8)

se transforma en un problema de optimizacion de la forma:

k
Optimizar y= f(X) =wyg- f1(X) +-- -+ Wy fx(x) = lei - fi(x) (3.9)
i=
sujeto a
9(x) = (91(x),---,gm(x)) <0 (3.10)
donde
k
Wi ZOparatodoi:l,...,k,Zwi =1 (3.11)
i=

Los métodos de suma ponderada pueden ser utilizados tanto a priori, de forma interactiva o0 a
posteriori. Como método a priori, el tomador de decisiones expresa su preferencia por los diferentes
objetivos seleccionando un vector de pesos dado y evaluando la funcion f(x) correspondiente para
obtener una solucion. El problema es que el tomador de decisiones no puede estar seguro de reflejar la
importancia de cada objetivo original de forma apropiada. La Unica solucion obtenida por el método de

suma ponderada utilizando un vector de pesos seleccionado a priori no brinda informacion al tomador
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de decisiones sobre otras alternativas de solucion y debe confiar en su decisién inicial. La obtencién
de un conjunto de soluciones alternativas seria de indudable utilidad.

Para obtener un conjunto de soluciones utilizando el método de suma ponderada, es necesario
resolver la Ecuacion 3.9 utilizando diferentes combinaciones de pesos. Asi, el proceso de busqueda de
soluciones se inicia con la seleccion de un vector inicial de pesos w® con el que se obtiene una solucion.
Esta seleccion puede hacerse bien sea de acuerdo a las preferencias del tomador de decisiones o en
forma aleatoria. Luego, el vector de pesos inicial se modifica para obtener uno nuevo. El proceso se
repite hasta que un nimero dado de soluciones sea encontrado.

En [14] se proponen varias formas de perturbar los pesos para obtener diferentes soluciones Pareto
Optimas. Asi, los pesos no reflejan proporcionalmente la importancia relativa de los objetivos, sino
que son solo factores que, al variarse, localizan puntos diferentes en el conjunto Pareto. Luego que
un conjunto de soluciones ha sido obtenido, las soluciones se presentan al tomador de decisiones para
que se seleccione una que le resulte satisfactoria. La principal desventaja con este método es que no
se pueden generar todas las soluciones Pareto Optimas cuando el espacio de soluciones compromiso
no es convexo. Ademas, los métodos numéricos que pueden ser utilizados para buscar el 6ptimo de la
funcion 3.9 la localizacion de puntos depende no sélo de wj, sino también de las unidades en las que
se expresen las funciones.

Asi mismo, el método puede utilizarse de forma interactiva donde una vez seleccionada un vector
de pesos inicial el tomador de decisiones interfiere ajustando este vector expresando su preferencia
a medida que el proceso de busqueda de soluciones se realiza, lo que implica una pérdida de tiempo

para el tomador de decisiones.
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3.3.2. Programacion de metas

En este método, el tomador de decisiones tiene que asignar objetivos 0 metas que desee alcanzar para
cada objetivo. Estos valores se incorporan en el problema como restricciones adicionales. La técnica
tratard entonces de minimizar las desviaciones absolutas de cada objetivo con respecto a lo deseado.

La forma mas simple de este método puede formularse de la manera siguiente:
L K fix)=T, .
Minimizar Zl\f| sujeta a X € Xs (3.12)
i= i

donde T; denota la meta u objetivo establecido por el tomador de decisiones para la i-ésima funcion
objetivo fj. El criterio es, entonces, minimizar la suma de los valores absolutos de las diferencias entre
los valores deseados y los obtenidos.

Esta técnica puede ser muy eficiente en términos de tiempo de procesamiento si conocemos las
metas que deseamos obtener y si éstas se encuentran en la zona factible, aunque para ello, el tomador
de decisiones tiene la tarea de encontrar pesos o prioridades adecuadas para los objetivos lo cual es
dificil para la mayoria de los casos. Asi mismo, si la region factible es dificil de localizar, este método
puede volverse muy ineficiente. Sin embargo, la técnica puede ser muy Util en casos en los que se
pueden efectuar aproximaciones lineales parciales de las funciones objetivo, debido a la disponibilidad
de excelentes programas para esa tarea y a la posibilidad de eliminar las metas dominadas facilmente.

Por otra parte, en los casos no lineales, otras técnicas resultaran generalmente mas eficientes.

3.3.3. Ordenamiento Lexicografico

En el ordenamiento lexicografico, las funciones objetivo se ordenan tomando en cuenta la importancia
de cada objetivo antes de iniciar el proceso de busqueda de soluciones. Luego la solucion 6ptima se ob-
tiene minimizando las funciones objetivo, empezando con la mas importante y procediendo de acuerdo

con el orden de importancia asignado a cada uno de los objetivos. Supongamos que los subindices de
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los objetivos indican no sélo el nimero de funcién objetivo al que corresponden, sino también la prio-
ridad de cada objetivo. Tendremos entonces que f1(x) y fk(x) denotan las funciones objetivo més y

menos importantes respectivamente. Entonces, el primer problema se formula como
Optimizar  f1(X) (3.13)
sujeta a:

9(x) = (91(X),---,9m(X)) <0 (3.14)

obteniendo su solucion xj y fi = f1(x7). Posteriormente, el segundo problema se formula como
Optimizar  fa(X) (3.15)

sujeta a:

9(x) = (91(X),---,gm(x)) <0
(3.16)
fa(x) = f{
y la solucion a este problema se obtiene como x5 y f5 = f2(x5). Este procedimiento se repite hasta

que todos los k objetivos han sido considerados. El k-ésimo problema esta dado por:

Optimizar  fi(x) (3.17)

sujeta a

(3.18)

La solucion obtenida al final, es decir xj, se considera como la solucion deseada del problema. Este
método es adecuado sélo cuando la importancia de cada objetivo es conocida y puede determinarse
claramente. Esto en la practica no es lo usual.

44



3.3.4. EIl método de las restricciones €

Este método se basa en la optimizacion de una funcion objetivo (la principal o preferida) y considera
a los demas objetivos como restricciones que estan acotadas por ciertos niveles permisibles €;. Por
lo tanto, se efecta una optimizacion con un solo objetivo para la funcién objetivo mas relevante f,
sujeta a restricciones adicionales en las otras funciones objetivo. Los niveles €; se alteran después para

generar otros puntos del conjunto Pareto. EI método puede formularse de la siguiente manera:

1. Encontrar el 6ptimo de la r-ésima funcion objetivo; es decir, encontrar x* tal que:

fr(x*) = (3.19)

sujeta a restricciones adicionales de la forma

fix")<g Vi#£r (i,re{l,... k}) (3.20)

donde &; son los valores supuestos de las funciones objetivo que no deseamos exceder, en un

contexto de minimizacion.

2. Repetir (1) para diferentes valores de €;. La informacion derivada de un conjunto bien selec-
cionado de € puede ser util para tomar la decision final. La bdsqueda se detiene cuando el

tomador de decisiones encuentra una solucion satisfactoria.

Puede ser necesario repetir el proceso anterior para diferentes indices r. Para obtener valores
adecuados de €, se efectiian normalmente optimizaciones individuales para cada una de las fun-
ciones objetivo en turno, usando técnicas de programacion matematica. El inconveniente obvio
de esta técnica es que consume mucho tiempo y que la codificacion de las funciones objetivo
puede ser muy dificil o incluso imposible para ciertos problemas, particularmente si hay maulti-
ples objetivos. Ademas, este método tiende a encontrar soluciones debilmente no dominadas, lo

cual puede no ser muy adecuado en ciertas aplicaciones.
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3.4. Discusion de los métodos clasicos

Los distintos métodos tradicionales que han sido presentados cuentan con al menos una de las

siguientes dificultades [30, 32]:

1. El algoritmo de optimizacion se debe aplicar varias veces para encontrar un conjunto de solu-
ciones Pareto dptimas. Como cada corrida es independiente de las demés, generalmente no se
obtiene un efecto sinergético. Por tanto, delinear el frente Pareto 6ptimo resulta costoso en ter-

minos computacionales.

2. Lamayoria de los algoritmos requieren conocimiento previo del problema a resolver y son muy
sensibles a los pardmetros del algoritmo: pesos de los objetivos, orden de evaluacion, nivel de

objetivos, valor de las restricciones, etc.
3. Algunos algoritmos son sensibles a la forma del frente Pareto.

4. Lavariacion entre las diferentes soluciones encontradas depende de la eficiencia del optimizador
de un sélo objetivo. Podria darse el caso de encontrar siempre la misma solucion o soluciones

muy parecidas en distintas corridas.

5. Relacionado al punto anterior, tenemos que en problemas que involucren al azar o incertezas,

los métodos clasicos no son necesariamente confiables.

Investigaciones recientes han demostrado que las dificultades arriba mencionadas pueden ser supera-
das con la utilizacién de algoritmos evolutivos [30, 32]. En el siguiente capitulo se presentan estos

algoritmos aplicados a optimizaciones con objetivos multiples.
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Capitulo 4

Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo

La falta de métodos deterministicos eficientes y eficaces para la resolucion de problemas con objetivos
maultiples, motivo la busqueda de métodos alternativos. El notable éxito obtenido por los algoritmos
evolutivos en optimizacion monobjetivo y las caracteristicas propias de los mismos despertaron el
interés de los investigadores en utilizarlos en optimizacién multiobjetivo. En la actualidad, la opti-
mizacién evolutiva multiobjetivo (Evolutionary Multiobjective Optimization -EMOQ) es un area de
investigacion muy importante tanto para cientificos como para ingenieros, no sélo por que la mayor
parte de los problemas consideren por naturaleza objetivos maltiples, sino también porque ain quedan
por resolver un sin nimero de interrogantes en esta disciplina. El interés creciente por este tipo de
técnicas se refleja en la figura 4.1 que muestra el nimero de publicaciones por afio, disponibles en
[16], hasta mediados de 2003.

Si bien la nocion de busqueda genética para la exploracién de soluciones dptimas en problemas
con varios objetivos se remonta a fines de la década de los 60s, los primeros algoritmos evolutivos que
consideraban de forma simultanea objetivos multiples se desarrollaron recién a inicios de los noventa.
Como una muestra de lo incipiente del area, el primer congreso internacional de EMOO se realizé en

marzo del 2001 [100]. A pesar de esto, en poco tiempo, la computacién evolutiva multiobjetivo, se ha
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Figura 4.1. Publicaciones en optimizacion evolutiva con objetivos multiples por afio hasta mediados del 2002.

establecido como el método para aproximar el frente Pareto-6ptimo en problemas de este tipo. Esto se
debe fundamentalmente al paralelismo intrinseco de los algoritmos evolutivos que les permite explorar
similaridades entre las soluciones de forma eficiente y a la capacidad de capturar varias soluciones
Pareto-Optimas en una Unica corrida de optimizacién [99].

Los diferentes métodos para trabajar con objetivos multiples utilizando algoritmos evolutivos se
pueden clasificar, en forma sencilla, en técnicas de primera y segunda generacion. Pertenecen a la
primera generacion las propuestas iniciales que no consideran conceptos de Pareto. Asi mismo, €és-
ta generacion abarca a los primeros algoritmos evolutivos multiobjetivo basados en Pareto que no
incluyen mecanismos para la preservacion de las buenas soluciones encontradas durante el proceso
evolutivo (elitismo). La segunda generacion esta caracterizada basicamente por algoritmos basados en

Pareto y que incorporan alguna forma de elitismo.
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Puesto que los algoritmos genéticos requieren informacion escalar sobre el valor de adaptabilidad
de los individuos, no es extrafio que los primeros enfoques evolutivos para lidiar con objetivos malti-
ples se basen en la idea de combinar un algoritmo genético simple con métodos de escalarizacién de
la funcidn objetivo. Asi, estos primeros enfoques se encargaban de optimizar la funcion agregada en
vez de optimizar la verdadera funcion multiobjetivo [22, 44, 86].

En [76], Schaffer presentd el primer EA que no utiliza funciones de agregacion para resolver pro-
blemas multiobjetivo [44], al que llamo Vector Evaluated Genetic Algorithm (VEGA). Este algoritmo
utiliza un procedimiento evolutivo que basicamente divide una poblacion genética en subpoblaciones,
en las que se considera el valor de adaptacion de los individuos de acuerdo a un objetivo distinto para
cada subpoblacion y realiza el cruzamiento mezclando individuos de distintas subpoblaciones. El re-
sultado final del procedimiento de seleccion del VEGA corresponde a promediar los valores de cada
uno de los objetivos [44]. A pesar que Schaffer tuvo algun éxito, especialmente para la resolucion
de problemas en aprendizaje de maquina [77], el método propuesto resultd ineficiente para explorar
espacios de objetivos no convexos comportandose bien s6lo en una dimension [22].

En los afos siguientes a la presentacion de VEGA, se publicaron muy pocos trabajos en el area de
optimizacién evolutiva para problemas con objetivos multiples, los cuales tampoco lograron el éxito
esperado. Estos trabajos proponian, por lo general, alguna combinacion de métodos tradicionales con
algoritmos evolutivos [44, 86]. Por ejemplo, en [47] se presenta un algoritmo que utiliza un método de
seleccion basado en ordenamiento lexicogréafico, donde pares de individuos se comparan de acuerdo a
un objetivo prioritario, en caso de empate se considera el segundo objetivo de mayor prioridad, y asi
para cada objetivo.

Un renacimiento en el campo se produjo en la década de los noventa con la aparicién de los
primeros algoritmos que consideraban de forma simultanea la optimizacion de objetivos multiples uti-

lizando el concepto de dominancia Pareto. EI Multiobjective Genetic Algorithm (MOGA) de Fonseca
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y Flemming [42, 43], el Niched Pareto Genetic Algorithm (NPGA) de Horn y Nafpliotis [54, 55], y el
Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) de Srinivas y Deb [81, 82, 83] fueron los primeros
MOEAs basados en Pareto. Estos algoritmos, pertenecientes a la primera generacion de algoritmos
evolutivos multiobjetivo, fueron aplicados a una amplia gama de problemas multiobjetivo, donde de-
mostraron un mejor desempefio que el de los enfoques no basados en Pareto.

A pesar del éxito obtenido por los MOEAs de la primera generacion basados en Pareto, una vez
que estos encontraban una solucion nodominada en una generacion, éstas podian perderse cuando se
aplicaban los operadores genéticos en las sucesivas generaciones. Para evitar la pérdida de buenas
soluciones, el concepto de elitismo, utilizado en algoritmos monobjetivo, se extendié al campo de
la optimizacién evolutiva multiobjetivo considerando la existencia de multiples soluciones posibles.
Asi, los MOEAs de segunda generacion estan caracterizados por la utilizacién de conceptos de Pareto
conjuntamente con alguna forma de elitismo para la busqueda de soluciones. Algunos algoritmos
correspondientes a la segunda generacion son: el Strenght Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA) de
Zitzler y Thiele [102, 103], el NSGA-II de Deb, Agrawal, Pratab y Meyarivan [33], y el Controlled
Elitist NSGA-11 (CNSGA-II) de Deb y Goel [34], entre otros.

Durante la ejecucion de un MOEA basado en Pareto un conjunto de soluciones Pareto 6ptimas
con respecto a la poblacion genética actual es encontrado en cada generacion. A dicho conjunto se
le denomina Peyrrent (t), donde t representa el nimero de generaciones transcurridas desde el inicio
del procedimiento de evolucion. Mientras que el frente Pareto correspondiente a Peyrrent (t) Se denota
como PFeyrrent (t). El conjunto de soluciones obtenidas al final de la ejecucion de un MOEA basado en
Pareto, esto es, el conjunto Pareto conocido, se denota con Pynoun. La notacion utilizada para el frente
Pareto asociado es PF gnown respectivamente.

Puesto que los MOEASs se implementan sobre un modelo computacional finito (una computadora),

los conjuntos generados son finitos. El conjunto Pareto "verdadero™ para el modelo computacional se
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denota con Pyue Y Su correspondiente frente Pareto Optimo como PF+,e. L0s diferentes conjuntos ge-
nerados deben ser suficientemente fieles al modelo matematico original, utilizado en el planteamiento
del MOP. Cuando se resuelve un MOP utilizando MOEAs, la suposicion implicita es que se cumple
con al menos una de las siguientes relaciones: Pxnown = Pirues Pknown € Prrue O Pknown =~ P* [89]. Donde
P* representa el frente Pareto 6ptimo tedrico real (Definicion 3.10).

En las secciones que siguen se presentan los MOEAs los algoritmos de primera y segunda genera-

cion utilizados en el presente trabajo para la realizacion de estudios experimentales.

4.1. MOEAs de primera generacion

4.1.1. Multiobjective Genetic Algorithm

El MOGA (Multiobjective Genetic Algorithm) fue propuesto en [42, 43] como un algoritmo genético
multiobjetivo basado en una modificacion al algoritmo genético simple en la etapa de seleccion. El
algoritmo se basa en un método de clasificacion (ranking) de los individuos de la poblacion genética
de acuerdo al namero de elementos que lo dominan. A partir de la informacion del procedimiento de
clasificacion, a cada individuo se le asigna un valor de adaptacion. Luego, se utiliza un mecanismo de
formacion de nichos para evitar la convergencia prematura y mantener la diversidad.

El procedimiento de clasificacion utilizado en MOGA asigna en cada generacion a todos los ele-
mentos de la poblacidn genética un ranking igual al nimero de elementos que lo dominan mas uno.

()

Esto es, denotando como p; al nimero de individuos en la poblacion que dominan a un individuo

PIi](t) y como P[i](t)rank & su ranking para todo i € {1,...,N}, el procedimiento de clasificacion del
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MOGA hace:
Pl (t)rark = 1+ p{"”
siendo:
p = I{J 1§ € {1 ;N} APLi] = Pl }le, (4.1)
donde:
||.||c denota cardinalidad
Todos los elementos nodominados de la poblacion P(t) recibiran una clasificacion de 1, mientras
los dominados tendrén una clasificacién > 1. En este esquema de clasificacion, no todos los niveles

estan necesariamente representados en la poblacion en una generacion particular. Clasificados todos

los elementos de la poblacion, la asignacion de fitness en MOGA se realiza de la siguiente manera:

1. Ordenar la poblacion de acuerdo a la clasificacion.

2. Asignar valor de adaptacion a los individuos interpolando de la mejor clasificacion a la peor de

todas, de acuerdo a alguna funcion (usualmente lineal).

3. Promediar el valor de adaptacion de los individuos con la misma clasificacion, de tal forma que
todos puedan ser muestreados a la misma tasa. Este procedimiento mantiene el fitness global de

la poblacion constante mientras que se mantiene una presion de seleccion apropiada.

Debido a errores aleatorios en el proceso de seleccidn, cuando se tienen maltiples 6ptimos equiva-
lentes, las poblaciones finitas convergen hacia una sola de ellas [42, 45]. Este fendmeno ha sido obser-
vado en algoritmos genéticos utilizados para la optimizacion de funciones multimodales monobjetivo.
Para evitarlo, se desarrollaron e implementaron con éxito las técnicas de distribucion del valor de
adaptacion y los métodos de formacidn de nichos (seccion 2.7). En MOGA se utiliza una extension

de estas técnicas para la optimizacion multiobjetivo implementando sharing en el espacio objetivo,
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utilizando la ecuacion 2.8 entre pares de elementos nodominados y norma infinita o euclidiana para el
calculo de distancia, a fin de evolucionar una representacion uniformemente distribuida de la superficie
de compromiso global.

El MOGA presentado en [42] utiliza restriccion de apareamiento a fin de evitar la recombinacion
entre cromosomas de nichos diferentes (seccidn 2.7.2) como en [35]. Si bien dicha técnica demostrd
ser adecuada para problemas con objetivo Unico, la pobre efectividad de la misma para problemas

multiobjetivo ha hecho que en trabajos posteriores no se haya continuado con su utilizacion [68, 97].

4.1.2. Nondominated Sorting Genetic Algorithm

El Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) [81, 82, 83], al igual que el MOGA, difiere
del algoritmo genético simple sélo en la manera en que procede la seleccién, especificamente en la
manera de asignar el valor de adaptabilidad. Los operadores de cruzamiento y mutacion permanecen
sin modificaciones. Asi mismo, tanto el NSGA como el MOGA se basan en la utilizacién de un
método de seleccion por clasificacion para enfatizar los puntos actuales nodominados y un metodo
de niching [62, 63] para preservar la diversidad en la poblacion. Sin embargo, el NSGA utiliza un
procedimiento de clasificacion que, a diferencia del utilizado en MOGA, no considera el numero de
elementos que dominan a un individuo para clasificarlo, sino su nivel de dominancia. Esto es, el NSGA
utiliza en forma directa la idea de realizar un procedimiento de busqueda de 6ptimos para optimizacion
multiobjetivo basado en una clasificacion segun la nodominancia, conforme fuera presentado en [50].

El procedimiento de asignacién del valor de adaptacion basado en clasificacion por nodominancia
(nondominated sorting procedure) utilizado en NSGA se presenta en el Algoritmo 3. En este proce-
dimiento, primeramente se identifican los elementos nodominados de la poblacion considerada, estos
constituyen el primer frente nodominado de la poblacion. Para ello, inicialmente, se marcan todos los

elementos de la poblacion como nodominados. En el Algoritmo 3, se denota con un subindice dom
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Algoritmo 3 Procedimiento de asignacion de valor de adaptacion en NSGA.
Procedimiento: fitness_assignement_nsga
Entrada : Poblacién genética P
Salida : Poblacién genética P con el valor de adaptacion asignado a cada individuo

V Pli] € P; Pli]dom = falso //marcar todos los elementos de la poblacién como no dominados
f=0 // hacer la cuenta de frentes igual a 0
df =N //valor inicial del dummy fitness igual al tamafio de la poblaci6n P
while ||P||c >0 do //mientras queden elementos sin considerar
f=Ff+1 //incrementar la cuenta de frentes
fori=1to||P||c do //para cada elemento P[i] de P
for j=1to ||P||c do //para cada elemento P[j] de P
if P[j] = PJi] then //si el elemento P[j] domina a P[]
P[i]gom = true //marcar elemento P[i] como dominado
break //salir del ciclo
end if
end for
end for
F'={P[i] | P[i]gom = falso} //1os elementos de P no marcados conforman el frente f
VT[i]f e gt T[i];itne&: df //asignar a cada elemento del frente f un fitness grande
fitness_sharing_procedure(¥ f) //aplicar sharing a los elementos del frente #'
df = min{f[i];imess\ Flij' € 7} //guardar el peor valor de fitness del frente f en df
df = df—¢ //reducir df en € para usarlo como dummy fitness del siguiente frente
P= P\ff //extraer de P el frente recientemente identificado reasignando los indices

VPli] € P; P[i]gom = falso /7 marcar todos los elementos de la poblacion como no dominados
end while
P= Uile,‘F' //recomponer la poblacién P con los elementos de todos los frentes

a un campo del individuo que indica si es dominado o no. Ademas, se utiliza el sub-indice ob js para
indicar el vector objetivo de un individuo. Inicialmente, a todos los individuos de la poblacion se le
asigna en su correspondiente campo dom un valor de falso, esto es, inicialmente todos son nodomina-
dos. Se inicializa a cero un contador de frentes f. Luego, el primer individuo de la poblacion, P[i] con
i =1, se compara con relacion a la dominancia contra cada uno de los individuos de la poblacion hasta
encontrar un elemento que lo domine. Cuando esto ocurre, se marca el individuo P[i] como dominado
y se repite el procedimiento para el siguiente individuo en la poblacion hasta que i = N.

Una vez que todos los individuos se comparan con respecto a la dominancia, los individuos no
marcados son los nodominados con respecto a la poblacion P. Estos individuos constituyen el primer

frente de individuos nodominados, denotado por #, con f = 0. Note que, en el peor de los casos,
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cuando todos son nodominados, el procedimiento de clasificacion presentado requiere N2 compara-
ciones con respecto a la dominancia.

A todos los elementos del frente identificado se le asigna un valor de adaptacion d f, que en el caso
del Algoritmo 3 inicialmente es igual al tamafio de la poblacion genética N. Este valor de adaptacion
asignado a cada elemento del frente identificado, es un valor de adaptacién ficticio (dummy fitness)
que provee a todos los individuos del primer frente de un igual potencial reproductivo [81]. Con el
fin de mantener la diversidad en la poblacién, el valor de adaptacion asignado a cada individuo del
primer frente se comparte entre los elementos que componen dicho frente, dividiéndolo por la cuenta
del nicho en el frente. Para ello se implementa el procedimiento de fitness sharing presentado en el
Algoritmo 4 [81].

Determinado el primer frente de individuos nodominados de la poblacion y finalizado el procedi-
miento de fitness sharing, se obtiene el peor valor de adaptacion entre los individuos del primer frente
y se guarda en df. Un valor ligeramente inferior a este sera asignado como dummy fitness para los
elementos del siguiente frente considerado, por lo que d f se reduce en un € > 0. Luego, los individuos
del primer frente son eliminados de la poblacién genética P de forma temporal. El procedimiento de
clasificacion se repite para los elementos de la poblacién P sin los elementos del primer frente. Para
ello, los elementos en P se vuelven a marcar todos como no dominados. El procedimiento continda
hasta que todos los frentes hayan sido identificados, es decir todos los elementos tengan asignado su
correspondiente valor de adaptabilidad.

Finalizado el procedimiento de asignacion del valor de adaptabilidad, la poblacion es sometida
al operador de seleccion utilizando el método de ruleta ponderada (seccion 2.4.1) y a los demas
operadores genéticos como es usual. Puesto que los elementos del primer frente tienen valores de
adaptacion mejores que los de cualquier otro frente, estos siempre obtienen mas copias que el resto

de la poblacion. Asi, este método dirige la busqueda hacia las regiones de nodominancia, lo que final-
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Algoritmo 4 Procedimiento de fitness sharing utilizado en NSGA.
fitness_sharing_procedure
Entrada: conjunto de individuos # © del f-ésimo frente nodominado, radio de nicho Ogare.
Salida : conjunto de individuos  f con fitness compartido asignado a cada elemento.

fori=1to||F'||cdo //desde i =1 hasta el nimero de elementos en el frente f
for j=1to ||F||cdo //desde j=1 hasta el numero de elementos en el frente f
dij = Hf}'f[i]objs—ﬂff[j]objs]] //dij igual a dist. Euclid. entre objs. de F'[i] y #'[j]
if dij < Oghare then // calcular valor de sharing (Ecuacién 2.8 para P=¥")
sh=1—(551-)?
else
sh=0
end if
,‘Ff[i]ncount = Tf[i]ncount—i—sh // calcular la cuenta de nicho para ¥ f[i] (Ecuacion 2.9)
end for .
Tf[i]fim%s: % //calcular el fitness compartido (Ecuacién 2.10)
end for

mente conduce al frente 6ptimo de Pareto.

4.1.3. Niched Pareto Genetic Algorithm

En [54, 55] se propone el Niched Pareto Genetic Algorithm (NPGA) el cual, como los anteriores,
difiere del algoritmo genético simple Unicamente en el procedimiento de seleccion. Sin embargo, este
algoritmo no utiliza ningn procedimiento de clasificacion por dominancia, Sino que propone una
variacion del procedimiento de seleccion por torneo (seccion 2.4.1) llamado torneo por dominancia
Pareto y la utilizacion de un procedimiento de sharing para romper empates y determinar un ganador.

En los procedimientos de seleccidon por torneo un conjunto de elementos son seleccionados en
forma aleatoria de la poblacion genética actual y el mejor de este conjunto es seleccionado. Estos
procedimientos, disefiados para EAs aplicados en problemas monobjetivo, asumen que se desea una
Unica solucidn al problema. Esto es, se desea que luego de cierto nimero de generaciones la poblacion
converja a una solucion [54]. Para evitar esta convergencia a un Gnico punto, en [54] se propone utilizar
el operador de dominancia para la seleccion de individuos que compiten para ser seleccionados.

Si bien la relaciéon de dominancia Pareto conduce de forma directa a un torneo hinario, en el cual
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dos individuos seleccionados de manera aleatoria se comparan de acuerdo a la domancia y aquel
que domine al otro gana. Este tamafio de muestra es insuficiente para estimar que tan buena es una
solucion con respecto al conjunto. Por ello en [54] se propone un método distinto para la realizacion
de la seleccion por torneo Pareto.

El Algoritmo 5 presenta el procedimiento de seleccion por torneo Pareto utilizado en el NPGA
para seleccionar un conjunto de individuos, de tamafio igual al de la poblacion genética, para la apli-
cacion posterior de otros operadores genéticos conocido como conjunto para apareamiento (matting
pool). En el procedimiento de seleccidén del NPGA se seleccionan de la poblacion genética de forma
aleatoria dos individuos candidatos P[i] y P[j]. También se selecciona de la poblacion genética un
conjunto de comparacion Pgom. Luego, cada uno de los candidatos se compara contra cada uno de
los elementos del conjunto comparacion con relacion a la dominancia. Si un candidato es dominado
por el conjunto comparacion y el otro no, se selecciona el nodominado. El tamafio del conjunto de
comparacion (tyom) proporciona el control sobre la presion de seleccion, lo que se llama presion de
dominancia (domination pressure).

Si ninguno de los candidatos o ambos son dominados por el conjunto de comparacién, entonces se
utiliza una forma simplificada de sharing para elegir un ganador. En este procedimiento de sharing, se
calcula el nimero de individuos previamente seleccionados que se encuentran en las cercanias de cada
solucion candidata [55]. En caso que M se encuentre vacio, el calculo de la cuenta de nicho se realiza
sobre (Pqom). Debido al interés en mantener la diversidad, el candidato que tenga el menor nimero de
individuos en su nicho es considerado como el mejor y por tanto seleccionado. Si el empate persiste,

se elige uno de estos individuos de forma aleatoria.
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Algoritmo 5 Procedimiento de seleccion por torneo Pareto, utilizado por el NPGA.
procedure: selection_npga
Entrada: Poblacién P, radio de nicho Oggre, presion de dominancia tgom.
Salida: Conjunto M de individuos seleccionados para la aplicacion de otros operadores genéticos.
M =0, //La poblacion M inicialmente se encuentra vacia
repeat
Seleccionar aleatoriamente dos individuos PJi],P|[j] € P
Seleccionar aleatoriamente un conjunto de comparacion Pgyom C P con tgom individuos.
if P[i] es nodominado con relacion a Pgom Y P[j] €s dominado then

M =M+ {P[i]} //agregar el individuo P[ij a M
else if P[j] es nodominado con relacion a Pyom Y PJi] es dominado then

M =M+ {P[j]} //agregar el individuo P[j] al conjunto M
else

if ||[M]|c =0 then

//Calcular cuantos individuos en Pyom estan a una distancia Ogge de P[i] y P[]]
ni =[[{k[ke{l,....tdom} A [[P[iJobjs — Paom[Klobjs||[a < Osnare}llc
nj=|[{klke{l,....taom} A [|P[jlobjs — Pdom[Klabjs/ld < Osnare}llc

else
//Calcular cuantos individuos en M estdn a una distancia Ogge de P[i] y P[j]

ni = [[{k[ke{l,....|[M[lc} A [[P[ilobjs = M[Klobjs|la < Osnare}|lc
nj=[{klke{l,....[[Mllc} A [|P[i]objs— M[K]objslld < Oshare}|lc
if nj <nj then

M =M+ {PJi]} //si P[i] tiene menos individuos en su radio de nicho agregarlo a M
else if nj < nj then

M =M +{P[j]} 7/si P[j] tiene menos individuos en su radio de nicho agregarlo a M

else
M = P[rand(j,i)] //si el empate persiste se selecciona en forma aleatoria
end if
end if
end if
until [[M|[c=N //Hasta que el namero de elementos en M sea igual al tamafio de P

La figura 4.2 representa el concepto de niching para romper empates en NPGA, para un problema
de minimizacion de dos objetivos [38] cuando el matting pool se encuentra vacio. En dicha figura, se
presenta un conjunto de individuos para la comparacion y dos individuos candidatos (1 y 2). Ambos
candidatos no nodominados con respecto al conjunto comparacion. Para romper el empate, se debe
considerar el nimero de individuos en el conjunto comparacion que se encuentran en las cercanias
de los individuos. Aquel individuo con menos "vecinos"sera el ganador. En este caso, existen mas

individuos en las cercanias del candidato 1 y menos en las cercanias del candidato 2. Entonces, es el
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Figura 4.2. Concepto de Niching en NPGA.

MOEAs de segunda generacion

Strength Pareto Evolutionary Algorithm
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candidato 2 el seleccionado para la posterior aplicacion de otros operadores evolutivos.

En [102, 103] se presenta un nuevo enfoque evolutivo para la optimizacion multiobjetivo, el Strength
Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA). Este algoritmo difiere de los anteriores en varios aspectos.
Primeramente, utiliza dos poblaciones, incorporando el concepto de elitismo a través del almace-
namiento de las soluciones nodominadas en una poblacion externa, la cual participa del procedimiento
de seleccion. Ademas, el célculo del valor de adaptacion se realiza utilizando un procedimiento basado
en la asignacion de un valor de fuerza (strength) a todos los elementos de la poblacidn externa. Este
procedimiento induce la formacion de nichos a partir del concepto de dominancia Pareto, llamado
niching por strength [102]. Puesto que el conjunto de soluciones en la poblacidn externa puede ser

grande y ésta interviene en el proceso evolutivo, también se utiliza un procedimiento de clustering



Algoritmo 6 Procedimiento principal del SPEA.

Paso 1 Generar una poblacion inicial P y crear el conjunto nodominado externo P’ = 0.

Paso 2 Copiar los miembros nodominados de P a P’.

Paso 3 Eliminar las soluciones en P’ cubiertas por cualquier otro miembro de P’.

Paso 4 Si el nimero de soluciones en el almacenamiento externo excede un maximo N’, reducir P’/
por medio de clustering (Algoritmo 7).

Paso 5 Calcular el fitness de cada individuo en P, asi como en P’ (Algoritmo 8).

Paso 6 Seleccionar individuos de P(t)+P’(t) (unién multiconjunto), hasta que el pool de apareamien-
to P(t+1) se llene.

Paso 7 Aplicar los operadores de mutacion y cruzamiento especificos del problema como es usual.

Paso6 t=t+1

Paso 8 Si se alcanza el maximo namero de generaciones parar, sino ir al Paso 2.

para reducir el nimero de soluciones en dicho conjunto.

El flujo principal del SPEA se muestra en el Algoritmo 6. Inicialmente se crea una poblacion
genética P de tamafio N y un conjunto externo de soluciones nodominadas P’ vacio. Luego, las solu-
ciones nodominadas de la poblacién genética son copiadas al conjunto P’. De este conjunto se eliminan

las soluciones cubiertas por cualquier otro miembro de dicho conjunto.

Definicion 4.1. Soluciones cubiertas en una poblacién: Dada una poblacion P de tamafio N, para
cualquier par de individuos en la poblacion Pi] y P[j], i, j € {1,...,N}, se dice que P[i] cubre a P[j] si
y solo si: i # jy P[i] = P[j]. Es decir, si dados dos individuos en una poblacidn, con indices distintos
iy j, el individuo en la posicion i cubre al individuo en j si y sélo si considerando sus objetivos el

individuo PJi] es mejor o igual al individuo P[j], esto es PJi] = P[j].

En ciertos problemas, el conjunto Pareto puede ser extremadamente grande, incluso infinito. Desde
el punto de vista del tomador de decisiones, recibir todas las soluciones nodominadas encontradas es
poco util cuando el nimero de éstas excede los limites razonables. Mas aun, el tamafio del conjunto
externo nodominado influencia el comportamiento del SPEA. Por un lado, debido a que P’ participa
en la seleccion, demasiadas soluciones nodominadas podrian reducir la presién de seleccién y hacer
la busqueda mas lenta. Por otro lado, el mecanismo de niching por strength se basa en una disposicion
uniforme de los puntos en P’. Si estos puntos no estan distribuidos en forma uniforme, el proceso de
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Algoritmo 7 Procedimiento de clustering para el SPEA.

Paso 1 Inicializar el conjunto de clusters C; cada punto nodominado externo P’[i] € P’ constituye un
cluster distinto, C es el conjunto union :

c=U1" P

Paso 2 Si ||C||c < N’, es decir si el nimero de clusters en C es menor o igual a N’, ir al Paso 5, sino ir
al Paso 3.

Paso 3 Calcular la distancia de todos los posibles pares de clusters. La distancia d12 entre dos clusters
C1 Y C2 € C esta dada por la distancia promedio entre pares de individuos pertenecientes a los dos
clusters.

Paso 4 Determinar dos clusters c; y ¢ con distancia minima y amalgamarlos en un cluster mayor:
C =C\{c1,co2}U{ciuUcy}. Es decir se eliminan c; y ¢, del conjunto de clusters y se agregaa C un
nuevo cluster formado de la union cq con cy. Ir al Paso 2.

Paso 5 Computar el conjunto nodominado reducido seleccionando de cada cluster el punto con dis-
tancia minima a todos los otros puntos en el cluster considerado.

asignacion de fitness posiblemente tendera hacia ciertas regiones del espacio de busqueda, conducien-
do esto a una distribucién desbalanceada de la poblacién. Por tanto, si el nimero de elementos en
el conjunto de nodominados supera un nimero méaximo dado (N’), se procede a reducir el conjunto
utilizando el procedimiento de clustering que se describe en el Algoritmo 7.

Luego, se calcula el valor de fitness utilizando el Algoritmo 8. Primero, a cada individuo del con-
junto externo de nodominados P’ se le asigna un valor real entre en [0,1). Este valor indica la utilidad
de un individuo y se le denomina su strength. El strength de un individuo P’[i] esta directamente rela-
cionado con el nimero de elementos en la poblacion genética para los cuales es mejor o igual. Esto es,
dados dos individuos cualquiera en la poblacion externa, el que domina de forma debil a mas elemen-
tos en la poblacion genética tiene el valor de strength mayor. El calculo del valor del strength para un

individuo en la posicion i de la poblacién externa P’ es:

_ il e {1, N} AP} = Plj]}le

P'Ti
[']strength N1

(4.2)

El valor de adaptacion del individuo P’[i] serd igual a la inversa de su valor de strength, esto es

1

P'[i]strength (4:3)

P/[i]fitneﬂs =
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Luego de calcular el valor de adaptacion de los individuos en la poblacion externa, también basados
en el calculo del valor de strength, se calcula el valor de adaptacién de los individuos en la poblacion
genética . El strength de un individuo P|j] € P se calcula a partir de los strengths de todas las soluciones

externas no dominadas P’[i] € P’ que lo dominen. Esto es:

P“]Strength:l‘f' Z P/[i]strength (4-4)
i,R=P;

Nuevamente, el valor de adaptacion del individuo P[j] serd igual a la inversa de su valor de

strength:

1

P“]strength (4'5)

P[j] fitness =

Como resultado del procedimiento, los individuos en P’ que cubren una cantidad menor de indivi-
duos en P reciben mayores valores de fitness que los otros miembros de la poblacién. Los individuos
que tienen muchos vecinos en el nicho son penalizados debido al alto valor del strength de los puntos
nodominados asociados, esto es conocido como el niching por strength. La idea detras de este mecanis-
mo es preferir siempre los individuos que estan mas cerca del frente Pareto éptimo y al mismo tiempo,
distribuirlos en toda la superficie factible. La principal diferencia de este método con respecto al fitness
sharing es que el nicho no esta definido en términos de la distancia, sino de acuerdo a la dominancia
de Pareto y no requiere el establecimiento de ningn parametro predefinido. Esto es mas adecuado ya
que en muchos problemas del mundo real la distancia no tiene un significado practico si se computa en
el espacio objetivo, ya que cada objetivo puede estar expresado en magnitudes totalmente diferentes y
no comparables a las de los demés (millones de dolares, segundos, metros, etc).

Finalizado el procedimiento de asignacion del valor de adaptabilidad, se procede a la seleccion
de los individuos para el cruce. Esta seleccion se realiza entre los elementos de ambas poblaciones.
En [103] se utiliza un procedimiento de seleccion basado en torneo binario. Luego se aplican los

operadores genéticos como es usual hasta que el nimero maximo de generaciones sea alcanzado.
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Algoritmo 8 Algoritmo de asignacion de fitness para el SPEA.

Paso 1 A cada solucion P'[i] € P’ se le asigna un valor real P[i]grength € [0,1), llamado su strength.
P’[i]strength €S proporcional al nimero de miembros de la poblacion genética, P[j] € P para los cuales
P’[i] = P[j]. Sea N el nimero de individuos en P, entonces, el valor del strength para el individuo i
de la poblacion externa P’ es:

_ IRili€ {1, .N}APi] = P[jl}le

P/[i]strength N+ 1

Esto es, el nimero de individuos en P que son cubiertos por P’[i]grength dividido el tamafio de la
poblacién genética mas uno.
Paso 2 El valor de fitness de P'[i] es:
1

P'Til i =
[ titness Pl[']strength

Paso 3 El strength de un individuo P[j] € P es calculado sumando los strengths de todas las soluciones
nodominadas P’[i] € P’ que lo cubren.

P[”strength =1+ Z P/[i]strength
1P~ Pj
Paso 4 El valor de fitness de P[j] es:

1

P[j] fitness = m

4.2.2. Nondominated Sorting Genetic Algorithm Il

En [33] se presentan los detalles del Nondominated Sorting Genetic Algorithm 11 (NSGA-I11), un nue-
vo algoritmo basado en clasificacién por nodominancia para asignar el valor de adaptabilidad a los
elementos de la poblacion genética. Son varias las caracteristicas del NSGA-11 que lo hacen diferente
del NSGA original [81, 82]. En primer lugar, el NSGA-II incorpora un mecanismo de preservacion
de elites que asegura el mantenimiento de las buenas soluciones encontradas con anterioridad. En
segundo lugar, el NSGA-II utiliza un procedimiento rapido de clasificacion por nodominancia (fast
nondominated sorting procedure) el cual incorpora un procedimiento especial de almacenamiento a
fin de reducir la complejidad computacional del algoritmo presentado en [81]. Por ultimo, a diferencia

de su antecesor, el NSGA-II no requiere de ningun parametro ajustable (ejemplo: Ogare) [33].
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El Algoritmo 9 presenta el procedimiento rapido de clasificacion por nodominancia sobre el cual
basa su funcionamiento el NSGA-II. En este algoritmo primeramente se determinan, para cada solu-

cion PJi] de una poblacion P a clasificar:
1. El conjunto S; de las soluciones dominadas por P[i].
2. El nimero nd; de soluciones que dominan a Pli].

Para ello, se comparan entre si con respecto a la dominancia todos los miembros de la poblacion a clasi-
ficar. Si un elemento P[i] domina a un elemento P[j], este ultimo se agrega a un conjunto S;. En caso
contrario, si P[j] es dominado por P[i] entonces se incrementa el valor del contador nd; de soluciones
que dominan a P[i]. Note que un elemento P[j] de la poblacion puede pertenecer simultaneamente a
nd; conjuntos de soluciones dominadas.

Una vez determinados tanto el conjunto de soluciones dominadas como el nimero de soluciones
que lo dominan, para cada elemento de la poblacion, se forma el primer frente de soluciones no-
dominadas, denotado 1, con todos los elementos cuya cuenta de individuos que los dominan es igual
a 0. El algoritmo prosigue recorriendo para cada elemento P[i] € F? su respectivo conjunto de solu-
ciones dominadas S;, reduciendo para cada elemento P[j] € S; el valor de nd;j que le corresponde.
Cuando el valor de nd; se hace igual a 0, se agrega P|[j] a una lista # inicialmente vacia. Cuando se
han recorrido todos los elementos del primer frente, en A quedan los elementos que sélo son domi-
nados por los elementos del primer frente, es decir, los elementos del segundo frente F2. Luego se
consideran los elementos de 2 repitiendo el procedimiento para cada elemento de dicho frente. El
procedimiento finaliza cuando no quedan elementos cuya cuenta de elementos que lo dominan se haga
cero, esto es cuando todos los frentes han sido identificados y H = 0.

El NSGA-I1I incluye también un procedimiento para estimar la densidad de soluciones alrededor de

cada solucion particular  f[i] con respecto a los demés elementos del frente # . EI Algoritmo 10 ilus-
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Algoritmo 9 Procedimiento Rapido de Ordenamiento por Nodominancia del NSGA-II.

Procedimiento :fast_nondominated_sort

Entrada :Una poblacion P

Salida : Una lista de los frentes nodominados F

for each P[i] € P do
for each P[j] € P do

if P[i] > P[]] then
Si =SiUP[]]
else if P[j] > PJi] then
nd; =nd; +1
end if
end for
if nd; = 0 then
Ft=Fru{Plil}
end if
end for
f=1
while 77 £ 0 do
H=0

for each P[ij ¢ 7' do
for each P[j] € S do
ndj =ndj;—1
if nd; =0 then
H = H U{P[j]}
end if
end for
end for
f=~1f+1
Fr=9
end while

//si PJi] domina al elemento P[j]
//incluir P[j] en S

//si PJi] es dominado por P[j]
//incrementar nd

//ninguna solucio6n domina a Pli
//P]i] pertenece al primer frente

//¢el contador de frentes se hace igual a 1

//para cada miembro P[i] en #f

//modificar cada miembro del conjunto S
//decrementar nd; en uno

//si nd;j es cero
//Pj] es dominado sélo por elementos de ¥

//se incrementa el contador de frentes
//¢el frente actual estd formado con los elementos de %

tra dicho procedimiento. En éste, para cada individuo ¥ '[i], se calcula un valor denotado 7 ' [i]gistance

que sirve como un estimador del tamafio del cuboide mas grande que encierra la solucion sin incluir

ningun otro punto de la poblacion (a esto se le llama crowding distance). Para ello, se determina para

cada individuo del frente considerado y para cada objetivo, cual es el siguiente menor y el siguiente

mayor dentro de dicho frente. Esto se consigue ordenando de menor a mayor los elementos del frente

para cada uno de los objetivos considerados. Luego, el valor de la distancia de crowding de un ele-

mento ¥ '[i] se calcula sumando las distancias entre los individuos inmediatamente mayor y menor

considerando cada objetivo. Note que los objetivos usualmente se encuentran expresados en unidades
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Algoritmo 10 Procedimiento de asignacion de distancia de crowding utilizado en NSGA-II.
Procedimiento: crowding_distance_assignment
Entrada: un conjunto de soluciones ¥ f
Salida : el conjunto # ' con las distancia de crowding de sus elementos calculada

="l
Para cada i, .{Ff[i]distance: 0 //inicializar a cero la distancia de todos los elementos de #f
for j=1tokdo //para cada objetivo considerado

Ordenar F ' de acuerdo al objetivo j
f]:f [1]distance = Tf [']distance =
fori=2to(l—1)do
F Mi]distance = F "[i]distance + (F ' [i+ Lobjetivofj] — F " [i — Lobjetivolj])
// El sub-indice objetivo[j] representa al valor del objetivo j
end for
end for

diferentes por lo que para obtener una estimacion correcta es conveniente la normalizacion de los
diferentes objetivos.

Ademas de definir un procedimiento de asignacion de crowding, se define también un operador de
comparacion por crowding (>). El objetivo de este operador es guiar el proceso de seleccion en las

diferentes etapas del algoritmo hacia un frente Pareto éptimo uniformemente distribuido.

Definicion 4.2. Operador de Crowding (>): Asumiendo que cada uno de los individuos en la
poblacion tiene dos atributos: la posicion en la clasificacion por nodominancia (P[i]rank) Y Su distancia

local de crowding (P|[i]gistance), S€ define el orden parcial >p como:

Pli] >n P[j] si (Pli]rank < P[j]rank) O ((P[i]rank = P[j]rank) ¥ (P[i]disance > P[J]distance))

donde Pli];ank = f siPli] € .

Esto es, se define un orden lexicogréafico con dos objetivos, con la posicién en la clasificacion por
nodominancia como el de mayor importancia. Entonces, entre dos soluciones con diferente posicion
en la clasificacion por nodominancia se prefiere aquella con la clasificacion méas baja. De otra forma,
si ambas soluciones estan localizados en el mismo frente, se prefiere la que esta ubicada en una region

con un menor namero de puntos.
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Algoritmo 11 Algoritmo del NSGA-II.
t=0
Generar una poblacion P(t) de tamafio N en forma aleatoria
Utilizar el Algoritmo 9 para obtener una lista F con los frentes de P(t)
Asignar a cada elemento de P(t) un valor de inadaptabilidad igual a su nivel de nodominancia
Utilizar torneo binario para seleccionar elementos de P(t) de acuerdo con su inadaptabilidad
Efectuar cruzamiento y mutacion para producir una poblacion hijo Q(t) de tamafio N
while El criterio de parada no se cumpla do

f=1 //hacer la cuenta de frentes igual a 1

R(t) =P(t) UQ(t) //combinar la poblacion padre e hijo

F=fast_non_dominated_sort(R(t)) //Usar Alg. 9 para obetner los frentes de R(t)

while ||P(t+1)||c <N do //Hasta llenar la poblacion padre
crowding_distance_assignment(# ') //calcular la distancia de crowding en #' (Alg. 10)
P(t+1)=Pt+1)u¥F’ //incluir el f-ésimo frente en la poblacion padre
f=1+1

end while

Ordenar de forma descendente de acuerdo al operador >
Tomar los primeros N elementos de P(t +1)
Seleccionar individuos de P(t + 1) utilizando torneo binario de acuerdo al operador de crowding
Aplicar cruzamiento y mutacion sobre los individuos seleccionados para obtener Q(t +1)
t=t+1

end while

Presentados todas las partes que conforman el NSGA-II, en el Algoritmo 11 se presenta el bloque
principal del mismo. Inicialmente se genera una poblacion padre P(0) de tamafio N. Esta poblacidn se
clasifica en base a la nodominancia utilizando el Algoritmo 9. Terminado el proceso de clasificacion,
se asigna a cada solucién un valor de inadaptabilidad igual a su nivel de nodominancia. Luego, se
utilizan los operadores de seleccién por torneo binario, cruzamiento y mutacién para generar, a partir
de P(0), una nueva poblacion hijo Q(0) también de tamafio N. Obtenidas las poblaciones padre e hijo
iniciales, se realizan las sucesivas generaciones mientras la condicion de parada no se cumpla.

En cada generacion, se forma una poblacion combinada R(t) = P(t) UQ(t). Esto permite que las
soluciones padres sean comparadas con la poblacion hijo, asegurando el elitismo. Luego, la poblacion
R(t), de tamafio 2N, se clasifica de acuerdo a la nodominancia. Para ello se utiliza de nuevo el al-
goritmo de ordenamiento rapido por nodominancia, con el cual se identifican los diferentes frentes

nodominados existentes en R(t). Una vez que se obtienen todos los frentes, la nueva poblacion padre
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P(t+ 1) se forma agregando soluciones del primer frente 71, continuando con los demas frentes hasta
que el tamafio exceda o sea igual a N. Luego, la poblacion P(t + 1) se ordena de acuerdo al operador
de crowding y se forma la poblacion P(t + 1) con los primeros N elementos. Los individuos de cada
frente se utilizan para calcular la distancia entre las soluciones vecinas (distancia de crowding) uti-
lizando el procedimiento crowding_distance_assignment (Algoritmo 10). Las soluciones del ultimo
frente aceptado es ordenado de acuerdo a un criterio de comparacion de crowding y se toman los ele-
mentos de este frente hasta que completar el total de N soluciones en P. Finalmente, los elementos en
P(t+1) son utilizados para crear una nueva poblacion Q(t 4 1) utilizando seleccion, cruzamiento y
mutacion. A diferencia del procedimiento de seleccidn por torneo binario usual, se utiliza un procedi-
miento que considera el operador de crowding para la competencia entre individuos. El procedimiento

se repite hasta que el nimero m&ximo de generaciones u otro criterio de parada sea alcanzado.

4.2.3. Controlled Elitist NSGA-II

El algoritmo NSGA-I1 con elitismo controlado (Controlled Elitist NSGA-II - CNSGA-11) [34] difiere
del NSGA-II Unicamente en que el nimero de individuos pertenecientes al mejor frente actual de
nodominados es seleccionado de forma adaptativa. Durante el proceso evolutivo, en la poblacion com-
binada R(t) del NSGA-II, podrian existir demasiadas soluciones en el primer frente de nodominados,
las cuales pueden estar lejos del frente verdadero. Debido a la preponderancia de elementos en el
primer frente de nodominados, la informacion genética de los elementos pertenecientes a otros frentes
puede perderse. En varios problemas, la pérdida de diversidad lateral puede producir una reduccion
en la velocidad de convergencia del EA, en especial en problemas multimodales donde las poblaciones
pueden ser atraidas por frentes Pareto-Optimos locales [34].

Para evitar la pérdida de informacidn genética correspondiente a los distintos frentes, en el algo-

ritmo CNSGA-II se intenta mantener una distribucion predefinida de elementos de cada frente. En
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consecuencia, se propone que el nimero méaximo de elementos incorporados a cada nueva generacion,

pertenecientes al f-ésimo frente, n¢, se calcule de acuerdo a la distribucién geométrica :

Nt =tred N(f-1) (4.6)

donde 0 < t;eg < 1 es llamada la tasa de reduccion. Si bien el procedimiento requiere que el parametro
treq S€a definido por el usuario, el procedimiento para conformar la nueva poblacion a partir de ele-
mentos de distintos frentes es adaptativo.

Primeramente, la poblacion R(t) = P(t) UQ(t) se clasifica segin la nodominancia. Siendo K el
nimero de frentes existentes en la poblacion R(t) (de tamafio 2N), entonces, de acuerdo a la dis-
tribucion geométrica, el nimero maximo de individuos permitidos provenientes del f-ésimo frente

(f =1,...,K) en la nueva poblacion de tamafio N es :

1-—t _
Ne =N (treg) ' 4.7)

1-— (tred)

Puesto que 0 < treg < 1, el nmero maximo de individuos permitidos en el primer frente es mas
alto. Luego, de cada frente se permite un nimero exponencialmente decreciente de soluciones. Es-
ta distribucion exponencial es utilizada en [34] como una suposicion que debe ser contrastada con
otras distribuciones posibles. Sin embargo, el principio basico es siempre forzar la permanencia de
soluciones provenientes de todos los frentes nodominados para que coexistan en la poblacion.

La ecuacion 4.7 denota el nimero méaximo de individuos n ¢ de cada frente f de la poblacion R(t)
que pasaran a formar parte de la poblacion P(t +1). Es probable que no existan exactamente n) ¢ indi-
viduos en el frente f. Suponga que hay n% = || F1(t)||c individuos en el primer frente. Sin > ny, esto
es, si existen mas soluciones que las permitidas, sélo se toman las primeras n; soluciones ordenadas
de acuerdo al operador de crowding. De esta manera se seleccionan exactamente n1 soluciones que
estan en las regiones menos pobladas. Por otro lado, si N} < ns (esto es, si existen menos soluciones
en la poblacion que las permitidas), se eligen todas las soluciones en el frente y se cuenta el nUmero
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de espacios que quedaron vacios. El maximo nimero de individuos en el segundo frente se incrementa
a Nz =n2+ (n1—n}). Luego, el nimero actual de soluciones n}, presente en el segundo frente se
encuentra y se compara con n como se hizo con el frente anterior. Este procedimiento continla hasta
que todos los N individuos sean seleccionados. Fuera de este procedimiento de elitismo controlado, el
resto del procedimiento es igual al del NSGA-II.

En ciertas situaciones es posible que a pesar de procesar las 2N soluciones como se indic6 ante-
riormente, aun queden espacios vacios en la nueva poblacion. Esto pasa particularmente con valores
grandes de t;eg. En tal caso, se realiza otra pasada con los elementos restantes del primer frente, con-

tinuando con los otros frentes, hasta llenar la poblacion completamente.
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Capitulo 5

Computacion Paralela + MOEASs =
Algoritmos Evolutivos Paralelos

Multiobjetivo

Probablemente la mayor fuerza que mueve la industria de las computadoras sea la creciente de-
manda por incrementar el poder de computo, ya que, a medida que la velocidad de las computadoras
aumenta, la necesidad de poder computacional crece por lo menos al mismo ritmo [84]. A medida que
son satisfechas las necesidades de computo para la aplicacion actual, nuevas tecnologias son nece-
sarias para cumplir con los requerimientos de nuevas aplicaciones que exigen cada vez méas recursos
[46, 84].

Para enfrentar problemas cada vez mas complejosa, la potencia de computo que se pude obtener
a partir de un anico procesador es insuficiente. La velocidad de la luz y cuestiones sobre la fisica de
los componentes imponen limites a la velocidad que se puede conseguir utilizando la tipica arquitec-
tura de von Neumann. El procesamiento paralelo ha surgido como la alternativa para satisfacer las

caracteristicas de velocidad de computo que las aplicaciones requieren [84].
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Una computadora paralela es un conjunto de procesadores capaces de trabajar cooperativamente
para resolver un problema computacional [46]. Esta definicion es suficientemente amplia de forma a
incluir supercomputadoras paralelas con cientos o miles de procesadores, conjuntos de estaciones de
trabajo, estaciones de trabajo con varios procesadores, sistemas empotrados, etc. Las computadoras
paralelas ofrecen la posibilidad de concentrar recursos computacionales en la solucion de problemas
computacionales importantes [46].

Los primeros algoritmos paralelos fueron escritos a comienzos de los sesentas, aungque aun no
existian entornos paralelos. Los investigadores resolvian problemas asumiendo la existencia de un
entorno de ejecucion paralela, sin preocuparse de la aplicabilidad de sus investigaciones. Recién en
los 70s aparecen las primeras computadoras paralelas [46, 84].

Muchos algoritmos para la resolucién de problemas son paralelizables por naturaleza. Aunque a
veces es claro que la solucion a muchos problemas puede obtenerse facilmente ejecutando en forma
simultanea algunas etapas del proceso de resolucion, una conversion sencilla de un algoritmo secuen-
cial a un algoritmo paralelo puede no proveer el maximo paralelismo obtenible para un problema dado
[46, 66]. El hecho de que no siempre es posible convertir el mejor algoritmo secuencial en el mejor
algoritmo paralelo, esto es, no hay una correspondencia trivial entre computacién paralela y secuen-
cial hace necesario el estudio y desarrollo de técnicas de ingenieria para la construccion y el disefio de
algoritmos paralelos [46].

La integracion de técnicas de computacion paralela con otras tecnologias permite el desarrollo de
nuevas aplicaciones comerciales y cientificas. En particular, la integracion de la computacion paralela
y la computacion evolutiva ha dado nacimiento a los algoritmos evolutivos paralelos multiobjetivo
(parallel Multiobjective Evolutionary Algorithms - pMOEAS).

Los algoritmos evolutivos multiobjetivo han sido utilizados para la resolucion de un gran nimero

de MOPs como la optimizacion de potencia reactiva [5, 6], el calendarizado del encendido de bom-
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bas en estaciones de bombeo de agua [92], disefio de redes de computadoras [37], entre otros. Con
el creciente interés en la utilizacion de MOEASs en problemas de optimizacién del mundo real, se
hace necesario mejorar el desemperfio de estos algoritmos tanto en la calidad de las aproximaciones
obtenidas como en la velocidad del proceso de busqueda. La utilizacion de conceptos de paralelismo
en MOEA es una alternativa para conseguir estas mejoras, puesto que la utilizacion de un nimero
mayor de procesadores (y memoria) trabajando en el problema, en principio, permite la exploracion
de un espacio de soluciones mayor en un periodo dado de tiempo [88, 89].

La utilizacion de pMOEAs, para la resolucion de problemas de optimizacién multiobjetivo, posee
varias ventajas con respecto a otros métodos uniendo las caracteristicas propias de los MOEAs con las
ventajas del computo paralelo. Basicamente, los pMOEASs buscan encontrar soluciones tan buenas o
mejores que sus contrapartes secuenciales en menos tiempo y/o explorar un espacio mayor de posibles
soluciones [89]. Es decir, siendo facilmente paralelizables, los pMOEAs ofrecen al menos una de las

siguientes ventajas adicionales, con relacion a otras técnicas de resolucion de MOPs [89]:

capacidad de explorar espacios de busqueda complejos y de alta dimensionalidad;

capacidad de explorar espacios de busqueda mayores que sus contrapartes secuenciales;

posible reduccién del tiempo total de ejecucion;

posible mejora en la calidad de las soluciones obtenidas.

En la siguiente seccion se presenta un breve repaso a algunos conceptos sobre computacion para-

lela que seran utilizados posteriormente en el desarrollo del presente trabajo.
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5.1. Conceptos de Computacion Paralela

5.1.1. Clasificacion del procesamiento paralelo

Existen varias maneras de clasificar las arquitecturas de computadoras. Si bien no existe una clasi-
ficacién que puede considerarse completa, la clasificacion de Flynn es la mas ampliamente difundida
[84]. En [40], Flynn clasificd las arquitecturas de computadoras basado en los diferentes flujos usados
en el proceso de computacién. Un flujo es una secuencia de objetos tales como datos o de acciones
como instrucciones [40]. La secuencia de instrucciones leida de la memoria constituye un flujo de ins-
trucciones. Las operaciones ejecutadas sobre los datos en el procesador constituyen un flujo de datos.

La clasificacion de Flynn divide a las computadoras en cuatro grupos principales:

flujo Unico de instrucciones y flujo Unico de datos (Single Instruction stream Single Data stream

- SISD),

flujo maltiple de instrucciones y flujo Unico de datos (Multiple Instruction stream Single Data

stream - MISD),

flujo Unico de instrucciones y flujo multiple de datos (Single Instruction stream Multiple Data

stream - SIMD)

flujo maltiple de instrucciones y flujo multiple de datos (Multiple Instruction stream Multiple

Data stream - MIMD)

La maquina tradicional de von Neumann cae en la primera categoria. MISD es solo de interes teorico
ya que ninguna maquina pertenece al conjunto [84], mientras las maquinas paralelas se clasifican como
SIMD (paralelismo en el flujo de datos) y MIMD (paralelismo en el flujo de instrucciones y datos).
MIMD es la forma més familiar de procesamiento paralelo, por lo que la literatura en general se
refiere a éstas ultimas cuando se habla de computadoras paralelas. Sin embargo, existen ciertas com-
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putadoras paralelas que no se ajustan a esta clasificacion y pertenecen al conjunto de lo que algunos
han llamado arquitecturas alternativas [8].

Los sistemas con un nimero reducido de unidades de procesamiento central (Control Process
Units - CPU) grandes e independientes que tienen conexiones de baja velocidad entre si se dice que
estan débilmente acoplados. Lo opuesto son los sistemas fuertemente acoplados, en los que los com-
ponentes generalmente son mas pequefios, estan mas juntos e interactlian entre si a través de redes de
comunicacion con gran ancho de banda.

El término granularidad se refiere al tamafio de la unidad que se paraleliza, o tamafio de grano.
Asi tenemos el paralelismo de grano grueso, cuando la ejecucion de programas grandes en paralelo
con poca o0 ninguna comunicacion entre los programas y su opuesto el paralelismo de grano fino.
En general, los problemas que tienen paralelismo de grano grueso se resuelven mejor en sistemas
débilmente acoplados mientras que los problemas con paralelismo de grano fino se resuelven mejor en
sistemas fuertemente acoplados [39, 46, 84]. No obstante, es tanta la variedad de algoritmos, software
y hardware, que en el mejor de los casos ésta es s6lo una guia general [84].

Existen dos modelos muy difundidos de computadoras paralelas: los multiprocesadores y las mul-
ticomputadoras. Un multiprocesador es un sistema compuesto por multiples procesadores donde cada
procesador individual tiene su propia unidad de control y ejecuta su propio programa, pero los proce-
sadores comparten el mismo sistema de memoria [8]. En las multicomputadoras, cada procesador tiene
su propia memoria local privada, accesible Gnicamente a ella y a ninguna otra CPU, por lo que se les
suele denominar sistemas de memoria distribuida.

Los procesos que trabajan en diferentes partes del mismo problema se deben comunicar entre si
de alguna forma para intercambiar informacion. En los multiprocesadores, ya que todas las CPUs
comparten una misma memoria fisica, cualquier proceso puede leer o escribir una palabra de memoria

con s6lo ejecutar una instruccion de lectura o escritura. Todos los procesos que estan ejecutandose en
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un multiprocesador pueden compartir un sélo espacio de direcciones virtuales mapeado en la memoria
comun. Dos procesos pueden comunicarse con solo hacer que uno de ellos escriba datos en la memoria
y que el otro los lea después.

En las multicomputadoras, en cambio, cada CPU tiene su propia memoria local privada a la que
puede acceder de forma directa, pero a la que ninguna otra CPU puede acceder directamente. Es
decir, no tienen un método directo de comunicacion entre procesadores. Para compartir informacion
es preciso un mecanismo de paso de mensajes (0 algun otro) que permita el intercambio de datos entre
distintos procesadores, lo que adhiere ciertas complicaciones al disefio y la escritura de programas
para este tipo de maquinas [46, 84].

Mientras que la programacion en multiprocesadores es algo mucho mas simple que en una multi-
computadora, éstos son dificiles de construir y no pueden escalarse a tamafios muy grandes, ademas,
la contencion por la memoria en un multiprocesador puede afectar mucho el desempefio. Las multi-
computadoras, sin embargo, son relativamente simples de construir [84].

Debido a la dificultad en la construccién de multiprocesadores con un gran numero de proce-
sadores, los esfuerzos por obtener mayor poder de computo en la actualidad se dirigen hacia la cons-
truccion y uso de multicomputadoras [66, 46, 84]. En el caso de las multicomputadoras, es dificil dar
una taxonomia nitida, no obstante, destacan dos estilos generales: los procesadores masivamente pa-
ralelos (Massively Parallel Processors - MPP), y las asociaciones de estaciones de trabajo (Cluster Of
Workstations - COW) [84].

Los MPP son poderosas supercomputadoras con un costo de varios millones de dolares, siendo
actualmente las computadoras mas poderosas del mundo. En lo esencial, un MPP es una coleccion de
elementos de computacion mas o menos estdndar unidos por un sistema de interconexion muy rapido.
Estos se usan en la ciencia, ingenieria y la industria para calculos de gran envergadura, para manejar

nimeros enormes de transacciones por segundo, o para el almacenamiento y gestién de grandes bases
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de datos. Un ejemplo de MPP es la Intel/Sandia Option Red [84], construida especialmente para el
Departamento de Defensa y de Energia de EEUU, posee 4608 nodos, donde cada uno de estos es un
Pentium Pro de 200 MHz y tiene un costo de alrededor de 80 millones de dolares.

A medida que el precio de los componentes de los sistemas de computo disminuye y las redes de
area local se hacen mas rapidas y confiables, aumenta el interés en unir maltiples computadoras para
construir sistemas paralelos grandes y poderosos. Estos sistemas, consistentes en unos cuantos cientos
de computadoras personales o estaciones de trabajo conectadas por una tarjeta de red comercial, han
sido denominados Cluster Of Workstations. Existen dos tipos principales de COW: los centralizados
y los descentralizados. Un COW centralizado es un conjunto de estaciones de trabajo o computadoras
personales montadas en un compartimiento enorme en un solo recinto, mientras los COW descentra-
lizados consisten en estaciones de trabajo dispersas dentro de un edificio o campus universitario. Por
otro lado, los distintos tipos de COW pueden ser a su vez homogéneos o heterogéneos. En el primer
caso todos los elementos de proceso comparten las mismas caracteristicas tanto en software como en
hardware, mientras que en el segundo caso existen diferencias entre los equipos interconectados en la

red.

5.1.2. Coémputo distribuido

El computo distribuido es un proceso mediante el cual un conjunto de computadoras conectadas a
través de una red es utilizado de forma colectiva para la resolucion de un Unico problema, usualmente
de gran tamafio. En un MPP, cada procesador es exactamente igual en cuanto a sus capacidades,
recursos, software y velocidad de comunicacion. Esto no ocurre en una red de computadoras, por
lo que cuando un programador desea explotar una red de computadoras para la resolucion de un
problema, este debe enfrentarse con heterogeneidad en varios niveles (Ej. arquitectura, formato de

datos, velocidad computacional, carga de maquina, carga de red) [39, 84] .
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A pesar de las numerosas dificultades causadas por la heterogeneidad, el computo distribuido

ofrece muchas ventajas [39, 84]:
= Debido al uso del hardware existente, el precio del computo puede ser bastante bajo.

= El desempefio puede ser optimizado si se asigna a cada tarea individual la arquitectura mas

adecuada.
= Ciertos problemas son inherentemente distribuidos.

= La posibilidad de crecer en forma incremental y de esta forma tomar ventaja de lo Gltimo en

tecnologia computacional y de red.
= Permite compartir recursos costosos.

= Las computadoras individuales son relativamente estables, y una gran experiencia en el uso ya

esta disponible.
= Se puede proveer con un minimo de esfuerzo tolerancia a fallos a nivel de usuario o de programa.

= Una proporcion precio-desempefio muy superior que la ofrecida por los MPP.

5.1.3. Herramientas de software para la comunicacion en multicomputadoras

Para programar una multicomputadora se requiere software especial, por lo regular bibliotecas, que se
encarguen de la comunicacion entre procesos Yy la sincronizacion. Casi todos los sistemas de transfe-
rencia de mensajes cuentan con dos primitivas (por lo regular llamadas de biblioteca): enviar (send) y
recibir (receive), pero puede haber varios tipos de semanticas distintas. Las tres principales variantes

son :

1. Transferencia de mensajes sincronica.
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2. Transferencia de mensajes con buffers.

3. Transferencia de mensajes no bloqueadora (asincrona).

En la transferencia de mensajes sincronica, si el transmisor ejecuta un send y el receptor todavia no
ha ejecutado un receive, el transmisor se bloquea (suspende) hasta que el receptor ejecuta un receive,
y s6lo en ese momento se copia el mensaje. Cuando el transmisor recupera el control, después de la
comunicacion, sabe que el mensaje se envid y se recibid correctamente. Este método tiene la seman-
tica més sencilla y no requiere buffers. Una desventaja importante es que el transmisor permanece
bloqueado hasta que el receptor ha obtenido el mensaje y ha confirmado tal recepcién.

En la transferencia de mensajes con buffers, cuando se envia un mensaje antes de que el receptor
esté listo, el mensaje se coloca en un buffer en algdn lado, por ejemplo en un buzoén, hasta que el re-
ceptor lo saca. Asi, en la transferencia de mensajes con buffers un transmisor puede continuar después
de un send, aunque el receptor esté ocupado con otra cosa. Puesto que el mensaje realmente se envio,
el transmisor esta en libertad de reutilizar su buffer de mensajes de inmediato. Este esquema reduce
el tiempo que el transmisor tiene que esperar. Basicamente, tan pronto como el sistema ha enviado el
mensaje, el transmisor puede continuar. Sin embargo, el transmisor no tiene ninguna garantia de que
el mensaje se recibio correctamente. Incluso cuando la comunicacién es confiable, el receptor podria
haberse caido antes de recibir el mensaje.

En la transferencia de mensajes no bloqueadora o asincrona, se permite al transmisor continuar de
inmediato después de efectuar una comunicacién. Lo Unico que la biblioteca hace es pedir al sistema
operativo que lleve a cabo la comunicacion después, cuando tenga tiempo. El resultado es que el
transmisor practicamente no se bloquea.

Dos sistemas de transferencia de mensajes que se usan en muchas multicomputadoras son: PVM
(Parallel Virtual Machine) y MPI (Message Passing Interface) [39, 66]. Estos no son los Gnicos, pero
son los mas ampliamente utilizados. PVM es el mas antiguo y fue el estandar de facto durante afios, por
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lo que fue escogido para este trabajo. En lo que sigue, se sefialan las caracteristicas mas importantes
de esta libreria.

PVM es un sistema de transferencia de mensajes de dominio publico disefiado inicialmente para
ejecutarse en COW basadas en Unix. Posteriormente se le ha trasladado a muchas otras plataformas,
incluidos casi todos los MPP comerciales. PVM es un conjunto integrado de herramientas de software
y librerias que emulan una maquina paralela flexible de propdsito general sobre una coleccion de com-
putadoras interconectadas. El objetivo del sistema PVM es permitir a una coleccion de computadoras
ser utilizadas en forma cooperativa para computacién paralela.

Los principios basicos sobre los cuales se basa PVM son:

= Pool de host configurable por el usuario: una tarea computacional se ejecuta sobre un conjunto
de méaquinas que pueden ser seleccionadas por un usuario. El conjunto de equipos puede ser

alterado afiadiendo y eliminando maquinas durante la operacion.

= Acceso transparente al Hardware: los programas de aplicacion pueden ya sea ver el entorno
hardware como una coleccién de elementos de procesamiento sin atributos o puede elegir ex-
plotar las capacidades de maquinas especificas del conjunto poniendo explicitamente ciertas

tareas en las computadoras mas apropiadas.

= Computacion basada en procesos: la unidad de paralelismo en P\VM es una tarea, un hilo inde-

pendiente de control que alterna entre comunicacion y ejecucion.

= Modelo de paso de mensajes explicito: colecciones de tareas computacionales, cada una reali-
zando una parte de la carga de trabajo de la aplicacion, cooperando gracias al envio de mensajes

entre equipos en forma explicita.

= Soporte para heterogeneidad: el sistema PVM soporta heterogeneidad en términos de maquinas,
redes y aplicaciones.
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= Soporte para multiprocesadores: PVM usa las facilidades nativas de paso de mensaje sobre

multiprocesadores para tomar ventaja del hardware subyacente.

Habiendo presentado un breve repaso de los conceptos sobre paralelismo mas importantes, se
esta ahora en condiciones de presentar la manera en que la integracion entre computo paralelo y

computacion evolutiva multiobjetivo se ha dado.

5.2. Algoritmos Evolutivos Paralelos Multiobjetivo

Si bien los conceptos de paralelismo en optimizacién evolutiva no son una idea reciente, estos ape-
nas han sido integrados a la optimizacion multiobjetivo. De hecho, de las més de 1320 citas existentes
en [16] menos del 4 por ciento de los trabajos corresponden a MOEASs paralelos (parallel MOEAS -
pMOEAS) [89].

Las primeras publicaciones relativas a la paralelizacion de EAs se remontan a mediados de la
década del 80 y en la actualidad existen varios modelos propuestos para el desarrollo de EAs paralelos.

Los tres modelos més importantes son:
= el modelo maestro-esclavo (master-slave model),
= ¢l modelo de difusién (diffusion model) y
= el modelo de islas (island model).

En [11] se presenta una descripcion detallada de distintos modelos utilizados en optimizacién monobje-

tivo, mientras que recientemente [89] lo presenta en un contexto multiobjetivo.
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5.2.1. Modelo maestro-esclavo

Para la mayor parte de los problemas multiobjetivo, el principal costo computacional viene dado
por el calculo de funciones objetivo complejas, las cuales pueden incluir, por ejemplo, la realizacion
de un proceso de simulacion como en [37]. Entonces, paralelizar el computo de esta funcién es una
alternativa para obtener una mejora en el desempefio del algoritmo. Este es basicamente el enfoque
maestro-esclavo, ilustrado en la Figura 5.1. Los esclavos realizan el céalculo de la funcion objetivo
y el maestro se encarga de distribuir el cbmputo entre los esclavos asi como de la ejecucion de los
operadores evolutivos.

Al acelerar el codmputo de la funcion objetivo, el modelo maestro-esclavo posibilita la realizacion
de mas generaciones que un algoritmo secuencial en el mismo tiempo. Asi, el modelo maestro esclavo
permite la exploracion de un espacio de busqueda mayor en un tiempo dado, por lo que es de esperar
gue se obtengan mejores aproximaciones que utilizando un algoritmo secuencial. Sin embargo, aunque
con este modelo es posible obtener una mejora en la velocidad de ejecucion, el comportamiento global
del algoritmo evolutivo multiobjetivo paralelo maestro-esclavo es el mismo que el de los algoritmos
secuenciales.

La distribucion de la evaluacion de la funcién objetivo sobre un conjunto de procesadores esclavos

generalmente se implementa de tres formas diferentes [89]:

1. Distribuyendo los miembros de la poblacion, entre los esclavos donde cada esclavo realiza la

Variables Maestro

Valor de
los objetivos
Esclavo 1 Esclavo p-1 Esclavo p

Figura 5.1. Modelo maestro esclavo.

de decision
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evaluacion de las k funciones objetivo.

2. Distribuyendo miembros de la poblacion entre un conjunto de k esclavos donde cada uno realiza

la evaluacion de uno de los objetivos.

3. Distribuyendo el célculo de la funcion objetivo en si misma para toda la poblacion entre varios

procesadores.

En el primer método, cada procesador esclavo calcula todos valores de los objetivos de los indivi-
duos que se le asignan. Cuando este método se implementa sobre un sistema heterogéneo, puesto que
todos los esclavos computan funciones objetivo idénticas, para un nimero identico de soluciones, los
esclavo usualmente terminan su ejecucion en un tiempo similar [89].

En el segundo método, las k funciones objetivos se mapean cada una a un esclavo. Puesto que
la complejidad de las funciones puede variar, este método requiere una adecuada distribucion de las
k funciones a los distintos procesadores. El balance de carga puede ser de utilidad para distribuir
adecuadamente el costo computacional entre los distintos procesadores utilizados, sin embargo, el
esfuerzo para esto podria exceder cualquier ganancia final [89].

El Gltimo método distribuye el calculo de la funcion objetivo en si misma, entre multiples proce-
sadores. Cada una de las funciones objetivo es particionada para su resolucion entre multiples proce-

sadores. Este método es adecuado para problemas realmente grandes.

5.2.2. Modelo de Difusion

En busca de una mejora en el desempefio, otra alternativa para el desarrollo de algoritmos evolu-
tivos paralelos es la paralelizacion de los distintos operadores evolutivos. Puesto que estos operadores
son relativamente sencillos, en general, la relacion entre el costo de la comunicacién y el costo com-

putacional hace que la aceleracion que se pueda obtener, cuando existe, sea escasa. Sin embargo, el
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modelo de difusion propone un esquema de seleccion distribuida de elementos pertenecientes a dis-
tintas subpoblaciones.

Como en el modelo de maestro-esclavo, en el modelo de difusion se considera conceptualmente
una unica poblacién donde en cada procesador se tienen solo unos pocos individuos. Este modelo
supone que el cruzamiento entre ciertas subpoblaciones llevara a buenas soluciones, las cuales se en-
cuentran en diferentes areas, distribuidas convenientemente cuando se considera toda la poblacion.
Por tanto, este modelo precisa la imposicion de alguna estructura que restrinja la seleccion y recom-
binacion entre elementos que se encuentran en ciertas subpoblaciones. Debido a que la seleccion de
individuos se realiza entre distintas subpoblaciones, el costo de la comunicacion puede ser alto en este

modelo.

5.2.3. Modelo de Islas

Cuando se utilizan sistemas de computo fuertemente acoplados, puesto que la relacion del tiempo
de computo respecto al tiempo de comunicacion es alta, la paralelizacion del calculo de la funcion
objetivo o del procedimiento de seleccion son alternativas validas para conseguir la aceleracion de la
ejecucion. Sin embargo, en paises como el Paraguay, este tipo de maquinas paralelas representa un
costo prohibitivo para la mayor parte de las empresas e instituciones de ensefianza e investigacion. Por
lo tanto, la utilizacion de un conjunto de estaciones de trabajo como una maquina paralela (COW), ya
sea conectadas a una red de area local (Local Area Network - LAN) o conectadas a través de Internet,
se vuelve la Gnica alternativa posible.

En estos entornos el costo de la comunicacion es elevado, siendo deseable una granularidad mayor
en el paralelismo. Ademas, es necesario considerar otras cuestiones, como la posible pérdida de una
conexién, heterogeneidad de procesadores, etc. Una posibilidad de paralelizacién de facil adaptacion

al entorno computacional sefialado es la ejecuciéon simultdnea de varios MOEAS en procesadores
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diferentes y que sus resultados se comparen, contrasten o combinen. A este esquema de paralelizacion
se le denomina modelo de islas.

El modelo de islas esta basado en el fenédmeno natural de que las poblaciones se encuentran,
usualmente, relativamente aisladas unas de otras. Los pMOEAs basados en este modelo se denominan
MOEAs de multipoblacién o distribuidos. La caracteristica principal de los pMOEAs basados en el
modelo de islas es que los individuos de una poblacion particular pueden migrar de forma ocasional a
alguna otra.

Conceptualmente, en el modelo de islas, una poblacién se divide en un nimero de poblaciones
separadas e independientes. Los diferentes operadores evolutivos trabajan en cada isla, lo que implica
que las distintas poblaciones se encuentran buscando en regiones diferentes del espacio de busqueda.
Cada isla también podria tener distintos parametros asi como diferente estructura de MOEA. Ademas,
individuos de una isla podrian migrar a otra isla de acuerdo a algun criterio.

Los distintos procesos que intervienen en la busqueda de soluciones pueden comunicarse entre si
utilizando distintas topologias de interconexion, tanto légicas como fisicas.

El modelo de islas requiere la seleccion de politicas de migracion que sefialen entre otras:

la manera en que los individuos migraran,

el nimero de migrantes,

la frecuencia de migracion,

de donde se seleccionaran los elementos a migrar y como se realizara el reemplazo de los ele-

mentos en una poblacion por los migrantes provenientes de otras poblaciones,

los distintos pardmetros y algoritmos a utilizar en cada una de las diferentes islas.

Definiendo de forma conveniente la politica de migracién, este modelo puede aplicarse a varias arqui-
tecturas paralelas, especialmente en sistemas paralelos de memoria distribuida.

85



Existen basicamente cuatro variantes de pMOEAs basados en el modelo de islas [89]:
1. homogeéneos: en todas las islas se ejecutan el mismo MOEA con pardmetros idénticos;

2. heterogéneos: en las distintas islas se ejecutan distintos MOEAS o el mismo MOEA con distintos

parametros;
3. cada isla evalta un conjunto de funciones distinto;

4. en cada isla se representa una region diferente del dominio fenotipico o genotipico.

5.2.4. Esquema de paralelizacion utilizado

Para la implementacion de MOEAs paralelos se precisan considerar diferentes cuestiones como:
1 - Determinar la plataforma paralela a utilizar.
2 - Determinar que modelo de paralelizacion utilizar.

3 - Determinar si se paralelizaran algoritmos existentes o si se justifica el desarrollo de un nuevo

algoritmo desarrollado especificamente para la plataforma paralela.

En el primer punto, la disponibilidad de recursos ha condicionado desarrollar algoritmos paralelos
pensados para ser implementados principalmente en COWSs. A partir de esto, se ha seleccionado el
modelo de islas debido a que es el que mejor se adecua a la arquitectura paralela disponible.

En cuanto al tercer punto, debido al caracter exploratorio del presente trabajo, se ha considerado
importante identificar las caracteristicas que poseen los algoritmos ya existentes y que podrian ser
adecuadas reproducir en posteriores desarrollos. Por ello, se ha decidido desarrollar aplicaciones pa-

ralelas a partir de distintos MOEASs previamente desarrollados y utilizados exitosamente para resolver
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una amplia gama de problemas. En particular, se ha decidido la utilizacion de los algoritmos presen-
tados en el Capitulo 4. Estos representan distintas caracteristicas de las técnicas de la computacion
evolutiva multiobjetivo y son facilmente adaptables al modelo de paralelizacion seleccionado.

Determinados la plataforma de computo, los algoritmos a paralelizar y el modelo de paralelizacion,
surgen nuevas consideraciones relativas al disefio de la propuesta de paralelizacién, en particular, con
relacion a la politica de migracion a utilizar. Primeramente, se precisa definir un criterio para la se-
leccion de soluciones a enviar . Una eleccion de sentido comdn indica la seleccion de los mejores
individuos de una poblacién en el momento que la migracion ocurre: el conjunto de soluciones no-
dominadas. Puesto que el nimero de elementos en este conjunto puede ser considerablemente grande,
es necesaria la utilizacion de un parametro que limite el namero méaximo de soluciones a enviar a fin
de evitar la sobrecarga en el proceso de envio y recepcion de soluciones.

El Algoritmo 12 ilustra el procedimiento de seleccion de elementos a migrar utilizado en el pre-
sente trabajo. El procedimiento recibe como entrada una poblacion P(t) y el nimero méximo de ele-
mentos a seleccionar para la migracion npig, proporcionando como salida una poblacion de elementos
a migrar Prig. Primeramente se determina el conjunto Pynown(t) de elementos nodominados. Puesto
que la mayor parte de MOEAs basan su funcionamiento en la identificacion de los distintos frentes
de elementos nodominados existentes en cada generacion, determinar este conjunto podria requerir un
minimo de sobrecarga. Por ejemplo, en el caso del SPEA, se tiene que Pynown(t) = P’. Si el nimero
de soluciones nodominadas en P(t) es inferior al maximo ndmero de elementos a migrar, se seleccio-
nan todos los elementos nodominados para formar parte de Pmig, €n caso contrario se conforma Prg
seleccionando al azar de Pynown, Un total de npig soluciones distintas.

En cuanto a la frecuencia en que ocurrira la migracion existen varias opciones, entre ellas:

= enviar individuos transcurrido un nimero fijo de generaciones;

= enviar individuos de forma probabilistica;
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Algoritmo 12 Procedimiento de seleccion de elementos a migrar.
Procedimiento : mig_selec_procedure
Entrada : Una poblacion P(t)
El nmero méaximo de elementos a migrar Npig
Salida : Una poblacion de elementos a migrar Prig(t)
Determinar el conjunto de elementos nodominados Pynown(t)
Inicializar una estructura Prjg = 0.
if |[PFanown|c < Nmig then
Pmig(t> = PI:known('[)
else
while |[Prig||c < Nmig do
Seleccionar aleatoriamente un individuo migrante de Pynown(t) que no haya sido previamente
incluido en Prig
Agregar migrante a Prig(t)
end while
end if

= enviar individuos de forma adaptativa.

En el primer caso, se determina el numero de generaciones que deben transcurrir para que se
produzca un envio. En el segundo, se proporciona como parametro del algoritmo la probabilidad que
un envio ocurra en una determinada generacion. En ambos, se precisa de un pardmetro que debe
ser determinado de antemano. La tercera opcion planteada, se basa en modificar la frecuencia de
migracion conforme el proceso de evolucion ocurre, de suerte a realizar la busqueda de soluciones de
manera mas eficiente. En el presente trabajo se utiliza un procedimiento de migracion probabilistico a
fin de sentar las bases para la exploracion posterior de métodos de migracion adaptativos.

Tanto el envio como la recepcion de las soluciones puede realizarse basicamente de dos formas:

= sincrona;

= asincrona.

En el caso sincrono, al momento en que la comunicacion ocurre, el MOEA se bloquea en espera
de soluciones provenientes de otras poblaciones o la confirmacién de la recepcion de las soluciones
enviadas. En cambio cuando la comunicacion es asincrona, los MOEAS pueden continuar inmedia-
tamente después que han ejecutado una primitiva de envio asi como la verificacion, sin espera, de la
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recepcion de soluciones. Ademas de la reduccion en el tiempo de espera, la comunicacion asincrona
es adecuada para lidiar con la posible pérdida de datos y elementos de procesamiento. Por ello, en este
trabajo se ha determinado la utilizacion de primitivas de comunicacion asincronas, tanto para el envio
como para la recepcion de soluciones.

En cuanto a la forma en que procedera el reemplazo de elementos en una poblacion, por los ele-

mentos recibidos, existen varias opciones, como:

= utilizacion de una poblacion extra de intercambio;

= reemplazo aleatorio de elementos de una poblacion por elementos recibidos;

= reemplazo aleatorio de elementos dominados por elementos recibidos.

La ultima de las opciones citadas fue utilizada en el presente trabajo, como se presenta en el
Algoritmo 13. La primera opcion fue desechada puesto que exige modificaciones mayores a los al-
goritmos utilizados. El reemplazo aleatorio de elementos de la poblacion por elementos recibidos
fue también desechado puesto que buenas soluciones podrian perderse al ser reemplazadas por solu-
ciones migrantes inferiores. Sin embargo, la técnica de reemplazo aleatorio de elementos dominados
por elementos recibidos, asegura que las soluciones nodominadas de la poblacién actual con respecto
al conjunto de migrantes sea preservado. Ademas, este método no asegura la eliminacion de la peor
solucion. De este modo, a la vez de asegurar el mantenimiento de las buenas soluciones, posee una
probabilidad mayor a cero que las caracteristicas genéticas de distintos frentes sean conservadas.

Existen varias formas de implementar un procedimiento de reeplazo aleatorio de elementos domi-
nados por elementos recibidos. Una de ellas es determinar para cada elemento de la poblacion recibida
Precv(t)[i] una lista con los elementos en la poblacion P(t) a los cuales domina y seleccionar de esta
lista el elemento a reemplazar. La lista de elementos dominados se conforma recorriendo la poblacion

P(t) y determinando los elementos que son dominados uno a la vez. Este procedimeinto es costoso en
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Algoritmo 13 Procedimiento utilizado para el reemplazo de elementos.
Procedure: replacement_procedure
Entrada : Poblacion recibida Precy(t)
Poblacion destino P(t)
Salida : Poblacion P(t) posiblemente modificada.
Desordenar aleatoriamente los indices de la poblacion P para que los reemplazos sean sin prioridad
for i=110 ||Precy(t)||c dO
for j=1to ||P(t)||c do
if Precy(t)[i] > P(t)[]] then
Reemplazar elemento P(t)[]] por Precy(t)]i]
break
end if
end for
end for

términos computacionales puesto que para cada elemento en Precy €S Necesario determinar la lista de
nodominados para luego seleccionar un elemento de forma aleatoria. Como alternativa, el Algoritmo
13 propone primeramente desordenar la poblacion aleatoriamente, luego en vez de formar toda la lista
para seleccionar el elemento dominado, simplemente el primero encontrado es reemplazado. Para los
algoritmos que no imponen un orden en los elementos de la poblacion el procedimiento inicial puede
eliminarse.

Finalmente, resta definir la topologia de migracion a utilizar. Durante el desarrollo del presente

trabajo, se han explorado dos formas de paralelizacion de MOEAs:

= pMOEASs con topologia de migracion centralizada.

= pMOEASs con topologia de migracion descentralizada.

En el primer modelo, presentado en [91], las soluciones se intercambian de una isla a otra pasando
primero a través de un proceso que se encarga de recibir las soluciones de las distintas islas y reenviar-
las. Debido al potencial cuello de botella que limita su escalabilidad, el mismo fue desechado tras un
periodo de experimentacion con el mismo. En el modelo con migracién descentralizada, cada decision
de enviar o recibir soluciones es llevado a cabo en cada una de las islas, eliminando el cuello de botella
del modelo centralizado.
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Algoritmo 14 Procedimiento colector (pColector).
Procedimiento: procedure_colector
Entrada : Nimero de pMOEAs p,
Tipo y parametros de los MOEAs a inicializar: < tippMOEA , parametros ey, >
.., <tipoOMOEA, parametros ey, >
NUmero maximo de soluciones deseadas: N¢ojector

Salida : Un archivo con las soluciones nodominadas encontradas.
Inicializar poblacion Pygjeqtor = O para almacenar resultados provenientes de los pMOEAS
Agregar el colector a equipo de trabajo
Iniciar los p pMOEASs con sus parametros correspondientes.
while p > 0do

Esperar resultados de los pMOEAS

Recibir resultados en Pggjector

Eliminar elementos cubiertos en Pegjector

if ||Peolector ||c >Neotector then

Aplicar el procedimiento de clustering del SPEA a Pggjector (Algoritmo 7)
end if
if Los resultados recibidos estan marcados como finales then
Reducir la cuenta de procesos MOEAs, p=p—1

end if
end while
Eliminar elementos cubiertos existentes en Pegjector
Escribir los resultados obtenidos en un archivo

El modelo propuesto con topologia de migracion descentralizada se basa en la utilizacion de dos

tipos distintos de procesos, formando un equipo de trabajo:
= Un proceso colector; y
= n procesos MOEA:s.

Estos procesos se pueden obtener implementando los Algoritmos 14 y 15. El colector se encarga de
iniciar las distintas instancias de los MOEAs utilizados y de almacenar soluciones obtenidas por éstos.
A los distintos MOEASs que realizan la basqueda de soluciones se les ha agregado un procedimiento
de migracion aleatorio y uno de recepcidn asincrona de soluciones.

El proceso colector primeramente lee el nimero de procesos MOEA que trabajaran en la blsque-
da de soluciones. Puesto que cada uno de estos puede corresponder a un tipo de MOEA distinto o
bien al mismo tipo de algoritmo evolutivo pero con diferentes parametros, el colector también precisa
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informacion sobre el tipo de MOEA que se utilizara asi como los pardmetros que le corresponden,
para inicializarlos posteriormente en forma conveniente. Asi mismo, el colector recibe la especifi-
cacion del numero de soluciones deseadas, denotado por Negector- S€guidamente, el colector crea las
estructuras para almacenar los resultados provenientes de los distintos procesos MOEA (poblacion
Peolector)- LUEQO, el colector se agrega a un grupo de trabajo e inicia cada uno de los procesos MOEA
con sus parametros especificos. Esto puede ser implementado utilizando primitivas de comunicacion
de grupo proveidas por librerias de paso de mensajes (ej. PVM), lo que facilita la comunicacién entre
los distintos procesos utilizados.

Como se explica mas adelante, durante la evolucion, cada uno de los MOEASs que interviene en la
busqueda envia a todos los elementos que componen el equipo de trabajo un porcentaje de las mejores
soluciones obtenidas. Cuando el colector recibe estas soluciones las almacena en Pggjector. A fin de
mantener en el colector sélo las mejores soluciones, se eliminan de Pggector 1aS soluciones cubiertas.
En caso que el numero de elementos en el conjunto de soluciones del colector supere un maximo
de soluciones deseadas, se procede a la reducir el tamafio del conjunto utilizando el procedimiento
de clustering del SPEA (Algoritmo 7). Si los resultados recibidos corresponden a los de la ultima
generacién de un proceso MOEA, se reduce la cuenta de MOEAS en ejecucion. Cuando ésta cuenta es
igual a cero, se procede a eliminar las soluciones cubiertas existentes en Pgojjector Y 1a escritura (salida
final) de los resultados obtenidos.

El Algoritmo 15 presenta el marco general propuesto para la implementacion de los distintos
PMOEAs. Al comienzo, se realizan algunas tareas propias de inicializacion. Primeramente, se reciben
desde el colector los distintos parametros del MOEA utilizado. Ademas de los parametros usuales,
probabilidad de cruzamiento, seleccion, mutacion, radio de nicho, etc., también se reciben la proba-
bilidad de migracion (pmig) asi como el nimero maximo de elementos nodominados a migrar (Nmig).

Tras la fase de recepcion de los parametros del algoritmo, cada pMOEA se agrega a Su equipo de
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Algoritmo 15 Algoritmo genético paralelo general.
Procedure: procedure_ pMOEA
Recibir parametros usuales del MOEA, asi como la probabilidad de migracion pmig y el nimero de
elementos nodominados a migrar Npyg.
Unirse al equipo de trabajo
Generar la poblacion inicial P(0) de forma aleatoria y hacert =0
repeat
if se han recibido soluciones provenientes de otros procesos then
Almacenar las soluciones recibidas en Pyecy(t)

replacement_procedure (P(t),Precy) //Algoritmo 13
end if
Generar nueva poblacion P(t + 1)
t=t+1
if rand(0,1) < pmig then
Pmig = mig_select__procedure(P(t)) //Algoritmo 12
Enviar Pnig a todos los elementos en el equipo de trabajo
end if
until Alcanzar el criterio de parada
Enviar Pynown(t) al colector con sefial de finalizacion
Salir del grupo de trabajo y terminar ejecucion

trabajo.

Luego de la inicializacion, los pMOEAs realizan el proceso evolutivo. En cada generacion, se
determina si se han recibido elementos provenientes de otras subpoblaciones. Si este es el caso, se re-
aliza la recepcién de los mismos en Precy (poblacion recibida). Luego de la recepcion de los elementos
de Precy, Se procede al reemplazo de ||Precy||c €lementos de P dominados por elementos de Precy. En
el peor caso, ninguna solucion en P es dominada por alguna solucion en Pyey. Cuando esto ocurre,
el procedimiento de reemplazo no tiene ningun efecto sobre la estructura de la poblacién genética,
aunque si un efecto negativo sobre la velocidad del algoritmo. Posteriormente, se realizan los procedi-
mientos usuales de evolucion para generar una nueva poblacién. Luego, se determina si corresponde
la migracion de elementos en esa generacién t. Si corresponde la migracion, se obtienen los elementos
nodominados existentes en P(t) para el caso de los algoritmos sin poblacion externa y luego se se-
lecciona de entre ellos, aleatoriamente, como maximo npg individuos, los cuales son enviados a todos

los procesos que componen el equipo de trabajo. Transcurrido un cierto nimero de generaciones o al-
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guna otra condicion, se envian todos los elementos de Pynown(t) al procedimiento colector. Al alcanzar
un nimero maximo de generaciones, el pPMOEA envia todas sus soluciones al colector y finaliza.

El modelo propuesto garantiza que recibida una solucion, en una de las islas, ésta sera aceptada
para formar parte de la poblacion sélo si domina a alguna solucion en el conjunto. Note que no se
utiliza ningan procedimiento de almacenamiento o control sobre el conjunto de soluciones que ya
han sido enviadas. Si bien tal procedimiento podria ser beneficioso para evitar el envio repetitivo
de soluciones ya encontradas por un procesador, esto adhiere complejidad adicional al pMOEA en la
etapa de envio que podria no ser correspondido por una mejora en la eficiencia del algoritmo. Ademas,
puesto que es de esperar que los envios se produzcan luego de cierto nimero de generaciones y que
el conjunto de soluciones nodominadas cambie y por tanto se modifique el conjunto de soluciones
a enviar, al menos parcialmente. Por otro lado, las soluciones a migrar son seleccionadas de forma
aleatoria entre el conjunto de soluciones nodominadas y enviadas de forma asincrona, por lo que aun
cuando por azar se repita el envio de soluciones, la recepcion de ellas no esta garantizado. Es mas,
aunque se garantice la recepcion, no se garantiza que el receptor acepte la solucién pues podria tratarse

de una solucion dominada con respecto a la poblacién del receptor.
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Capitulo 6

Comparacion Experimental de pMOEASs

Para la mayoria de los problemas de optimizacién multiobjetivo, el conocimiento del frente Pareto
optimo ayuda al tomador de decisiones a seleccionar aquella solucion que representa el mejor com-
promiso. Generar el frente Pareto-6ptimo puede ser computacionalmente costoso o incluso imposible,
en especial en problemas reales de ingenieria. Entonces, lo Unico que se puede pretender es obte-
ner una buena aproximacion al frente Pareto 6ptimo verdadero. Generalmente, las caracteristicas del
espacio de busqueda de los problemas de optimizacion multiobjetivo del mundo real hacen que sea
imposible o inadecuada la utilizacion de métodos exactos para la obtencion de esta aproximacion.
Como se ha dicho, los algoritmos evolutivos multiobjetivo son una alternativa practica en la busqueda
de soluciones de compromiso para problemas reales donde los metodos exactos son inaplicables o
ineficientes.

Existen varios MOEASs que pueden ser utilizados para aproximar las soluciones de un problema.
El interés esta en identificar qué algoritmo consigue el mejor desempefio para el problema considera-
do. Para develar las ventajas y desventajas de los diferentes algoritmos, el enfoque tradicional de la
comunidad de cientificos e ingenieros que trabajan en EMOO ha sido la comparacion experimental de

los distintos algoritmos [2, 3, 86, 87, 97, 98, 99, 103]. Mientras que, los esfuerzos tedricos son de una
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cantidad considerablemente menor [60, 71].

La comparacion experimental del desempefio de los algoritmos es indirecta en el sentido que se
comparan implementaciones particulares de los algoritmos, no los algoritmos propiamente dichos. En
este trabajo, por simplicidad, se hara referencia a los resultados obtenidos por la ejecucion de una
implementacidn particular de un algoritmo como el resultado del algoritmo.

La nocion de desempefio incluye tanto la calidad del resultado, como los recursos computacionales
necesarios para obtenerlo. Sin embargo, puesto que la comparacion es indirecta, generalmente se con-
sidera solo la calidad del resultado, siendo el costo computacional una cuestién secundaria. Como
un ejemplo, puesto que la velocidad de computo es una cuestion secundaria, se comparan resultados
obtenidos tanto por algoritmos implementados en Matlab como algoritmos implementados en C [86].
Entonces, a fin de realizar las comparaciones, se utiliza el nimero de evaluaciones de la funcion obje-
tivo o bien el nimero de generaciones como una constante, para comparar distintos MOEAS sin tener
en cuenta el tiempo que lleva realizar una corrida o los recursos de memoria necesarios.

En optimizacion multiobjetivo no existe un criterio Gnico que permita establecer con facilidad si
un conjunto de aproximacion es mejor que otro puesto que se pueden considerar varias medidas de
calidad. Por ejemplo: la cercania al conjunto Pareto éptimo, el nimero de soluciones obtenidas, la
distribucion de las soluciones, representan métricas alternativas [86].

Para comparar los resultados obtenidos por distintos algoritmos evolutivos se han desarrollado
varias métricas de desempefio, las cuales buscan capturar las caracteristicas que hacen a una aproxi-
macion del conjunto Pareto-6ptimo mejor que otra en algun criterio. Por lo general, éstas asignan a un
conjunto aproximacion particular un namero que refleja un aspecto de calidad determinado [36, 86].
Otras métricas utilizadas para determinar si un conjunto aproximacién es mejor que otro son binarias
y asignan a un par de conjuntos a comparar un nimero gque indica como éstos se relacionan [103].

En general, no existe un acuerdo comun sobre cuales medidas de desempefio deberia utilizarse, por lo
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que una practica usual es utilizar una combinacion de métricas a fin de comparar las aproximaciones
obtenidas en diferentes aspectos. Asi, la comparacion en si misma se vuelve multiobjetivo.

A fin de determinar la mejora en el desempefio que se puede obtener con la utilizacion de pMOEAs
y considerando la falta de estudios experimentales que analicen las distintas cuestiones relativas al
desarrollo de los mismos y su desempefio con relacién a los algoritmos secuenciales, en este trabajo se
han paralelizado y comparado seis algoritmos evolutivos siguiendo el modelo propuesto en la seccion
5. Estos algoritmos son: el MOGA [42, 43], el NPGA [54, 55], el NSGA [81, 82, 83], el SPEA
[102, 97, 103], el NSGA-I1 [33], y el CNSGA-II [34]. Los mismos fueron seleccionados considerando
su importancia de acuerdo al nimero de variaciones e implementaciones de los mismos presentados
en [100] asi como su utilizacién en trabajos previos de comparacion [68, 90, 96]. Los resultados
obtenidos se han comparado utilizando distintas métricas experimentales [36, 86, 97]. Primeramente
se ha utilizado un conjunto de funciones de prueba [99] y luego un problema real de optimizacion
[80, 92].

En el presente capitulo, se presentan las distintas métricas utilizadas en la comparacion y las fun-
ciones de prueba seleccionadas. Asi mismo, se presenta el andlisis de los resultados obtenidos por los
distintos algoritmos seleccionados a la luz de las distintas métricas y sobre las funciones de prueba
consideradas. Por su parte, en el proximo capitulo, se presenta un problema real de ingenieria y el

correspondiente analisis de los resultados obtenidos.

6.1. Metricas de Desempefio

6.1.1. Generaciéon Total de Vectores Nodominados

La métrica de generacion de vectores nodominados (Overall Non-dominated Vector Generation -

ONVG) se utiliza para medir el nimero de soluciones en el frente Pareto calculado por un MOEA
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al final de una corrida (PFxnown) Y Se define como [86]:
ONVG = ||PFnown||c (6.1)

Aunque la cuenta de soluciones obtenidas proporciona cierta informacion sobre la efectividad de
un MOEA, no dice nada acerca de que tan lejos se encuentra de los vectores existentes en PFyge.
Ademas, muy pocos vectores en PFRqonn podrian no ayudar suficientemente al tomador de decisiones,
mientras que demasiadas podrian no ser tampoco de utilidad, por lo que es dificil determinar que
valores para ONVG seria adecuado. En general, se prefiere conjuntos con el mayor valor posible de

ONVG, lo que sera adoptado también en este trabajo.

6.1.2. Razdn de la Generacion Total de Vectores Nodominados

De acuerdo al problema considerado, la cardinalidad del conjunto de soluciones propuestas por un al-
goritmo (PFown) puede variar considerablemente. Por tanto, podria resultar de mayor utilidad indicar
la razdn entre la cantidad de vectores nodominados encontrados por cada algoritmo y la cantidad de
vectores nodominados existentes en PF, e, por lo que se define la métrica razon de la generacion total

de vectores nodominados (Overall Non-dominated Vector Generation Ratio - ONVGR) como [86]:

HPFknowan

ONVGR =
|IPFRruel|c

(6.2)

Un valor de 1 indica que el MOEA calcula el mismo nimero de soluciones nodominadas que existe

en PRy e

6.1.3. NuUmero de soluciones nodominadas verdaderas

Aunque las métricas anteriores sean de utilidad, no proporcionan una idea muy clara sobre el desempe-

fio real del algoritmo en la busqueda, ya que el mismo puede dar como resultado un conjunto con el
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mismo numero de elementos que el frente Pareto 6ptimo real, pero sin que exista una correspondencia
entre éstos y los elementos hallados. Consecuentemente, en [36] se define una métrica que solo cuenta
la cantidad de vectores nodominados propuestos que en efecto pertenecen al frente Pareto 6ptimo real

(N) de la siguiente manera [36]:

6.1.4. Razdn del error

La métrica razdn del error (Error Ratio), o simplemente Error, reporta la proporcion de vectores obje-

tivo en PFown que no son miembros de PRy e La definicién matematica es [86]:

n e
= v 64

donde n, es el nimero de vectores en PFoun Y

Osielvectori, (i=1,...,n) pertenece a PRy ye
e = (6.5)

1 en otro caso
Por ejemplo, un valor E = 0 sefiala que cada vector obtenido por el MOEA en PFynown €Sta en PRy e;
E = 1 indica que ningun vector obtenido por el MOEA es en realidad una solucion preteneciente a

PFtrue-

6.1.5. Distancia Generacional

La métrica distancia generacional (Generational Distance) representa que tan lejos se encuentra PFynown

de PRyue Y se define como [86]:
(S11dmm)2

n

GD = (6.6)
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donde diIrnin es la distancia Euclidiana (en el espacio objetivo) entre cada vector objetivo en PFyonn Y
su correspondiente mas cercano en PRy ye. Un resultado de 0 indica que PFRyye = PFnown, Mientras

que otro valor indica que PFinown Se desvia de PRy ye.

6.1.6. Error Maximo del Frente Pareto

Cuando se compara PFown CON PRy e, Se desea determinar que tan separados estan ambos con-
juntos y si se parecen en su forma. La métrica error maximo del frente Pareto (Maximum Pareto Front
Error - ME) se define con el proposito de determinar una banda de error méxima cuando se considera
PFxnown €ON respecto a PRyye. Para ello, para cada elemento PRownli], Se obtiene su correspondiente

valor de dimi”, obteniéndose luego el mayor de estos valores [86].
ME = max({d{"", d3"" ..., d™"}) (6.7)

Un resultado igual a 0 sefiala que PFcown € PRrue Mientras que otro valor indica que al menos un

vector en PFqown NO esta en PRy e.

6.1.7. [Espaciamiento

A fin de medir la distribucion de las soluciones en PFown S€ define la métrica espaciamiento

(Spacing - S) como [86]:

1< dmin min
S= \/mizl(d —dmn)? (6.8)

dgmn — Zin—lndimm (6.9)

Siendo

Un valor de cero significa que todos los miembros de PFynonn €Stan igualmente espaciados.
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6.1.8. Cobertura

Si bien las métricas presentadas proporcionan una idea acerca del desempefio de un MOEA para
la busqueda de soluciones, éstas no realizan una comparacion directa de las soluciones obtenidas por
un conjunto solucion con respecto a otro. Ademas, para el calculo se requiere el conocimiento del
PRyue 0 la utilizacién de una aproximacion al mismo. En [99] se define la métrica cobertura que rep-
resenta la relacion del nimero de vectores en el espacio objetivo, encontrados por un dado algoritmo,
que son mejores que los encontrados por otro. Sea PFonn €l conjunto de soluciones propuesto por
un algoritmo y PF/ .., el conjunto de soluciones propuesto por otro, se define entonces la métrica
cobertura (Coverage - C) como una funcién que mapea el par ordenado (PFnown, PFionn) al intervalo
[0,1]):

C(PFkI’IOWI’];PFk/nown): H{PFknown[l] | E”:)':kl’lOWh[j]! PFknown['] i PFknown[j]}HC (610)

| |PFk/nown| |C

Un valor de 1 indica que todas las soluciones en PF, ... son dominadas por las soluciones existen-
tes en PFown, Mientras un valor de cero indica que ninguna es dominada. El interés esta en determinar
cudl algoritmo es en promedio el que proporciona el menor nimero de soluciones cubiertas y el mayor

namero de soluciones que cubren a las soluciones obtenidas por el otro.

6.2. Funciones de prueba ZDT

En [28] se identifican diferentes caracteristicas que pueden hacer que los MOEAs tengan dificultades
para converger al conjunto Pareto 6ptimo y mantener la diversidad en la poblacion. La multimoda-
lidad, la decepcion y los 6ptimos aislados son areas problematicas bien conocidas que dificultan la
convergencia de los EAs cuando se utilizan para optimizacion monobjetivo [31]. EI mantenimiento de
la diversidad en la poblacion es necesaria para la obtencion de un frente Pareto bien distribuido. De
acuerdo al problema considerado, ciertas caracteristicas propias del conjunto Pareto dptimo corres-
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pondiente pueden dificultar que el MOEA encuentre una variedad de soluciones Pareto-6ptimas bien

distribuidas:
= convexidad o no-convexidad,
= discretitud,
= no-uniformidad.

En [99] se desarrollé un conjunto de funciones de prueba que contempla las distintas posibili-
dades existentes. Estas funciones consideran la minimizacion de dos objetivos y cada una de ellas esta

estructurada de la misma forma y consisten de tres funciones f1,g y h:

Minimizar F(x) = (f1(x1), f2(x))
sujeto a fo(x) = g(X2, ..., Xm)h(f1(X1),9(X2, ..., Xm)) (6.11)
donde X = (X1,...,Xm)
La funcién f; es una funcion que depende Unicamente de la primera variable de decision, g es una
funcion de las m — 1 variables de decision restantes y los parametros de h son los valores de las
funciones f1 y g. Las funciones de prueba difieren en estas tres funciones asi como en el nimero de
variables m y en los valores que éstas pueden tomar. En el presente trabajo se utilizan cuatro de éstas
funciones, a fin de comparar los distintos algoritmos con respecto a la convexidad, la no-convexidad,

la discretitud y la multimodalidad. Las funciones utilizadas se definen formalmente como sigue.

Definicion 6.1. Se definen cuatro funciones de prueba ZDT1, ..., ZDT4 que siguen el esquema de la

ecuacion 6.11:
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= La funcion de prueba ZDT1 tiene un frente Pareto-6ptimo convexo:

f1(x1) =x1
O, Xm) =149-F
Dyenny = :
m i; =1 (6.12)
h(fy,g) =1 f1
1, = 41— .
g
Donde m = 30, y x; € [0,1]. El conjunto Pareto-6ptimo se forma con g(x) = 1.
= La funcion de prueba ZDT2 es la contraparte no-convexa de ZDT1:
fl(X]_) =X1
G0 ) =149 3 % (6.13)
Dy = : .
m i; (m—1)

f1.2
h(f1,9) =1—(5)

Donde m =30, y x; € [0,1]. El conjunto Pareto-6ptimo se forma con g(x) = 1.

= La funcion de prueba ZDT3 representa la caracteristica de discretitud, su frente Pareto-Optimo
consiste de varias partes convexas no contiguas:

fl(Xl) =X1

g(xZ,...,xm):1+9-; (mx_il) (6.14)

h(fl,g):1—1/%—%-sin(10-n- f1)

Donde m =30, y x; € [0, 1]. El conjunto Pareto-6ptimo se forma con g(x) = 1. La utilizacion de

la funcion seno en h causa la discontinuidad en el frente Pareto-0ptimo. Sin embargo, no existe

discontinuidad en el espacio de parametros.

= La funcion de prueba ZDT4 contiene 21° frentes Pareto-6ptimos locales y, por tanto, prueba a
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los algoritmos evolutivos con relacién a su capacidad de lidiar con multimodalidad:
fi(x1) =x1

g(X2, ..., Xm) =14+10-(m—1) + _i(xiz —10-cos(4-Tt-x)) (6.15)

f1
h(f,0) =1—/—
(f1,9) g

Donde m =10, x1 € [0,1] y X2,...,Xm € [—5,5]. El conjunto Pareto-6ptimo global se forma con
g(x) =1y el mejor frente Pareto-6ptimo local con g(x) = 1,25. Note que no todos los conjuntos

Pareto-0ptimos locales son distinguibles en el espacio objetivo.

6.3. Descripcion de los experimentos sobre funciones ZDT

Los seis algoritmos elegidos para este trabajo fueron implementados, para la resolucion de las fun-
ciones de prueba presentadas en la Definicion 6.1, de forma secuencial y paralela. Para las implemen-
taciones secuenciales, con excepcidn del MOGA, los algoritmos seleccionados se implementaron de
acuerdo a la literatura original de referencia. En el caso del MOGA, a diferencia del trabajo original,
no se utilizo restriccion de apareamiento de forma semejante a [99] e igualmente, se nombro al mismo
como FFGA (Fonseca y Flemming Genetic Algorithm). Las implementaciones paralelas se realizaron
utilizando el marco general propuesto en la seccion 5.2.4. Fuera de las modificaciones pertinentes
para adaptarlos al modelo de paralelizacion, no se realizaron otras variaciones con respecto a las ver-
siones secuenciales de los algoritmos. En todos los casos los operadores de mutacion y cruzamiento
utilizados fueron mutacion de un sélo bit y cruzamiento de un sélo punto.

Las soluciones de las distintas funciones de prueba se codificaron como cadenas binarias. Para
decodificar las soluciones, se implemento la ecuacion 2.1.

Todos los programas se escribieron en lenguaje C. Para las implementaciones paralelas se uti-
lizaron las primitivas de comunicacion proveidas por PVM v3.4.4 [39]. Los programas se compilaron

104



Caracteristica Descripcion

Tipo de computadora cow

Tipo de CPU AMD K6-2 700MHz
Numero de CPUs 20

Memoria 128 MB

Sistema Operativo Red Hat Linux v7.3
Red de comunicacion Ethernet 100 Mb
Libreria de comunicacién PVM 3.4.4

Tabla 6.1. Caracteristicas del entorno computacional paralelo utilizado.

utilizando gcc -v2.96 para LINUX 1,

A fin de analizar el desempefio de las implementaciones secuenciales y paralelas de los MOEAs
utilizados en este trabajo, para cada problema considerado se realizaron varias corridas distintas de los
mismos. Las ejecuciones paralelas se realizaron utilizando una maquina PVM cuyas caracteristicas
principales se presentan en la Tabla 6.1. La asignacion de procesos a cada CPU que compone el entorno
paralelo utilizado lo realiza PVM. Las ejecuciones secuenciales se realizaron utilizando maquinas
individuales que componen el COW presentado en la Tabla 6.1.

Aunque la combinacion de algoritmos con el modelo de paralelizacion propuesto es de facil imple-
mentacion, en ninguna de las corridas realizadas se combinaron procesos MOEAs distintos. Esto es,
no se consideraron equipos de trabajo compuestos de, por ejemplo, un proceso SPEA y uno NSGA.

Para cada problema considerado se realizaron 10 ejecuciones de cada implementacidn secuencial
de los 6 algoritmos utilizados, y 10 ejecuciones de las versiones paralelas utilizando 1, 2 y 4 procesos
PMOEAS. Esto es un total de 240 corridas (6 algoritmos x 4 implementaciones x 10 corridas) para cada
problema de prueba. Para las diferentes corridas, se han utilizado diferentes semillas para la generacion
de numeros aleatorios. Ademas, cuando se utiliza en una ejecucion mas de un proceso pMOEA, estos
también utilizan semillas diferentes, explorando asi inicialmente en un subespacio mayor del espacio
de busqueda. En las distintas corridas paralelas se utilizo una probabilidad de migracion (pmig) igual a

0,5. En éstas, el numero méximo de soluciones nodominadas que intercambian los distintos procesos

LEI codigo puede ser obtenido por peticidn a cvlucken@cnc.una.py
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Parametro
Algoritmo | pm | pc N N | Ocare | tdom | tred
CNSGA-Il | 0,01 | 0,8 | 100 | - - - 0,7
NSGA-II 0,01 | 0,8 | 100 - - - N
SPEA 0,01 | 0,8 | 100 | 100 - - -

NSGA | 001 |08 |100| - | 041 | - -
NPGA | 001 |08 |100| - | 041 | 10% | -
FFGA | 001 |08 | 100 | - | 041 | - -

Tabla 6.2. Parametros utilizados en las diferentes corridas.

(Nmig) es 10.
En todos los casos se utilizaron los siguientes parametros, segun corresponda a cada MOEA uti-

lizado (Tabla 6.2) :

Tamafio de la poblacion genética: 100.

Tamafio de la poblacion externa: 100.

Probabilidad de cruzamiento: 0,8.

Probabilidad de mutacion: 0,01.

Radio de nicho (Oghare): 0,41

Presion de dominancia: 10.

Tasa de reduccion: 0,7.

Los resultados de las distintas ejecuciones se agruparon, obteniéndose un conjunto de soluciones
nodominadas para cada algoritmo implementado correspondiente a la corrida. Por simplicidad, a la
corrida secuencial se nombré como corrida a, mientras que, a las corridas paralelas que utilizan 1, 2
y 4 procesos pMOEA como corrida b, ¢ y d respectivamente. Al conjunto de soluciones propuesto
por la corrida a (secuencial) que utiliza al SPEA como algoritmo evolutivo se nombré como SPEA-

a, mientras que el conjunto obtenido utilizando el NSGA como NSGA-a, y asi para cada algoritmo
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Corrida | Namero de ejecuciones | pmg | Nmg | NUmero de procesos | Usa colector
a 10 - - 1 No
b 10 0.5 10 1
c 10 0.5 10 2 Si
d 10 0.5 10 4

Tabla 6.3. Caracteristicas las distintas corridas.

utilizado. Del mismo modo, al conjunto de soluciones propuesto por la corrida paralela que utiliza
un colector y un proceso pMOEA que utiliza como algoritmo de basqueda al SPEA se nombré como
SPEA-b y los resultados de las corridas con dos y cuatro procesos se nombraron como SPEA-c y
SPEA-d, y de forma similar para los demas algoritmos. La Tabla 6.3 presenta en formato tabular los
parametros utilizados en las distintas corridas.

Para el calculo de las métricas que requieren el conocimiento del frente Pareto 6ptimo real, se
utilizé como aproximacion el conjunto de soluciones nodominadas con respecto al conjunto unién de

los resultados obtenidos considerando todas las ejecuciones realizadas.

6.4. Resultados experimentales sobre las funciones de prueba

6.4.1. Resultados de los experimentos sobre la funcion ZDT1

Los resultados de las métricas, utilizadas en este trabajo, para comparar los conjuntos solucion calcu-
lados por las distintas implementaciones, sobre el problema de prueba ZDT1, se presentan en formato
tabular al final de la presente seccion.

La Tabla 6.6, de la pagina 113, presenta los valores de las métricas ONVG, ONVGR y N, sobre
el conjunto de resultados obtenidos por los distintos pMOEASs para el problema de prueba ZDT1
en todas las corridas realizadas. Mientras, la Tabla 6.7 presenta los resultados de las métricas Error,
GD, ME y Spacing. En la Tabla 6.8 se presentan los tiempos de ejecucion promedio, medidos en

segundos, para las ejecuciones llevadas a cabo en cada corrida. En estas tablas, los valores de las
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métricas correspondientes a los distintos conjuntos se presentan ordenados de mejor a peor. En caso
de empate, los conjuntos se consideran en la misma posicion aunque, para facilitar la presentacion de
los resultados pueden figurar en posiciones distintas.

En la Tabla 6.9 se presentan los resultados de la métrica cobertura aplicada a los distintos conjuntos
obtenidos por las implementaciones de los MOEASs de segunda generacion ya que estos obtuvieron
mejores resultados para las métricas de la tabla 6.6.

Por otra parte, las tablas 6.10, 6.11, 6.12 y 6.13, presentan los resultados de la aplicacion de la
métrica cobertura entre los conjuntos propuestos en las corridas a, b, ¢ y d para cada algoritmo imple-
mentado, tanto de primera como de segunda generacion.

A partir de los resultados presentados en las distintas tablas, se obtienen las siguientes conclusiones

parciales:

= LaFigura 6.1 ilustra los distintos valores de la métrica ONVG para cada conjunto solucion con-
siderado. Como puede verse, para cada algoritmo implementado, conforme aumenta el nimero
de elementos de proceso utilizados para la obtencion del conjunto solucién, aumenta el valor de

esta métrica.

= Para los conjuntos solucién propuestos, considerando la métrica ONVG, existe una clara dife-
rencia entre los conjuntos obtenidos por las implementaciones de los algoritmos que utilizan

elitismo durante el proceso de evolucion y aquellos que no, favoreciendo a los primeros.

= Para la métrica ONVG, el conjunto de soluciones NSGA-II-d es el mejor de todos, seguido por
el NSGA-1I-c, y en tercer lugar el SPEA-d. Las posiciones 4 a la 6 en la clasificacion las ocupan

los conjuntos CNSGA-II-d, CNSGA-II-c y SPEA-c, respectivamente.

= Si bien el conjunto de soluciones proveido por la implementacion paralela que utiliza cuatro

procesos SPEA supera al que utiliza cuatro procesos CNSGA-II, la relacién se invierte en las

108



4000

Corridaa

1500 m Corrida b

ECorridac

= Corrida d

2000

ONVG

500

Figura 6.1. ZDT1: Resultado de la métrica ONVG para los distintos conjuntos.

corridas donde se utilizan dos procesos MOEA.

Entre los conjuntos solucion obtenidos, utilizando las implementaciones de algoritmos de primera
generacion considerados, son los propuestos por las implementaciones basadas en NSGA los
que consiguen mejores resultados para la métrica ONVG. De ellos, para esta métrica, el mejor

es el conjunto NSGA-a.

Considerando la métrica ONVGR, los conjuntos se mantienen en el mismo orden de clasifi-
cacion que para la métrica anteriormente considerada. Puesto que, finalmente, sélo representa

una normalizacion del ONVG con respecto al nimero de soluciones consideradas en PFre.

La Figura 6.2 ilustra los valores de la métrica N para cada conjunto solucion propuesto. Como en
la Figura 6.1, se pueden apreciar las grandes diferencias existentes entre los resultados obtenidos

por las implementaciones de los algoritmos de primera y segunda generacion.

Es importante notar el efecto del elitismo, ya que los algoritmos de primera generacion son
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Figura 6.2. ZDT1: Resultado de la métrica N para los distintos conjuntos.

capaces de obtener soluciones en PRy e s0l0 cuando éstas son enviadas al proceso colector que
las almacena evitando que sean eliminadas durante el proceso evolutivo. Para este problema, sin

embargo, este tipo de elitismo es

Para la métrica N, el mejor conjunto solucion obtenido por implementaciones secuenciales es la
del SPEA. Sin embargo, entre las implementaciones que utilizan dos y cuatro procesadores los

mejores conjuntos fueron calculados utilizando el NSGA-I1.

La Tabla 6.4 presenta el radio de N para los conjuntos propuestos por las corridas paralelas
con relacion al propuesto por la corrida secuencial para cada algoritmo de segunda generacion
utilizado. Como puede verse, apenas existe variacion en el nimero de soluciones propuestas por
las corridas a y b de los distintos algoritmos presentados. Sin embargo, cuando se utilizan dos o
mas elementos de proceso, el numero de soluciones propuestas crece considerablemente con el

namero de procesadores.
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Relacion | CNSGA-II | NSGA-II SPEA
b/a 1152542 | 1.084112 | 1.040268
cla 3.966102 | 7.495327 | 2.563758
d/a 13.25424 | 20.16822 | 6.348993

Tabla 6.4. ZDT1: Razén de N entre los conjuntos obtenidos por las corridas paralelas y la secuencial.

= La Tabla 6.5 muestra la ganancia porcentual considerando el valor de N para los distintos con-
juntos propuestos como solucién al problema ZDT1 por las corridas de las implementaciones pa-
ralelas y la secuencial. La ganancia porcentual debida a la recepcion de soluciones nodominadas
enviadas por los distintos procesos, es del orden siguiente: SPEA 4%, NSGA-I1 8% y CNSGA-

I1 15%. Note que el SPEA es el menos beneficiado.

La ganancia porcentual en el nimero de soluciones obtenidas considerando las corridas ¢ con
relacién a las corridas a es del orden del 156 % para el SPEA, 649% para el NSGA-Il y 296
para el CNSGA-II. Al agregar dos procesadores mas, el crecimiento relativo de la corrida d con
respecto a laaes del 1916 % para el NSGA-II, 534% para el SPEA y para el CNSGA-II 1225 %.

Claramente el NSGA-I11 es el méas beneficiado al aumentar el nimero de elementos de bisqueda.

Considerando la métrica Error, para las corridas donde se utiliza para la basqueda un unico
procesador el SPEA es el que obtiene el mejor resultado. Sin embargo cuando se consideran dos
0 mas procesadores es el NSGA-11 el que se comporta mejor. Lo mismo ocurre con las métricas

distancia generacional y spacing.

Para la métrica spacing, considerando las corridas a 'y b, el SPEA obtiene resultados considera-

blemente mejores que los obtenidos por el CNSGA-I11, sin embargo, al aumentar el nimero de

Relacion | CNSGA-IT | NSGA-Il | SPEA
(b/a—1)-100 | 152542 | 8.4112 | 4.0268
(cla—1)-100 | 296.6102 | 649.5327 | 156.3758
(dla—1)-100 | 1225424 | 101.6822 | 534.8993

Tabla 6.5. ZDT1: Ganancia porcentual de N entre los resultados de las corridas paralelas y la secuencial.
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elementos de blsqueda, esta diferencia se reduce notablemente y no existe un claro ganador, es
mas, el CNSGA-II supera ligeramente al SPEA considerando los conjuntos propuestos en las

corridas b.

Los resultados de la métrica ME son muy similares, no existiendo una clara ventaja entre los
algoritmos que ocupan los tres primeros lugares. Sin embargo un resultado recurrente es que
al considerar un numero mayor de procesadores, el SPEA va reduciendo su desempefio con

relacion al NSGA-11 y CNSGA-II para esta métrica.

Para las métricas ONVG, ONVGR y N, GD y Spacing, claramente se obtienen mejores resulta-

dos cuando se utilizan dos 0 mas procesos de busqueda.

Considerando las métricas ONVG y ONVGR, los pMOEAs que utilizan dos y cuatro NSGA-
Il obtienen los mejores resultados, quedando en tercer lugar el SPEA-d. Luego se ubican los
CNSGA-II-d y CNSGA-II-c seguido por el SPEA con dos elementos de busqueda. Luego se
ubican el NSGA-11-b seguido por el SPEA-b, NSGA-I1-b, NSGA-11-a, CNSGA-IIb y en Gltimo

lugar el CNSGA-a.

Para las corridas con un unico elemento de blsqueda, teniendo en cuenta la métrica N, el orden
es claro, en primer lugar los resultados de los SPEA, en segundo lugar los correspondientes al
NSGA-II y en tercer lugar los del CNSGA-II. En cada caso, los resultados de las corridas b

superaron a los de las corridas a.

Con relacion a la métrica cobertura, la Tabla 6.9 presenta los resultados obtenidos de la apli-
cacion de dicha métrica sobre los resultados obtenidos por los algoritmos que utilizan elitismo
durante el proceso de evolucién. Con respecto a esta métrica, en promedio, los resultados
obtenidos por las corridas con un nimero mayor de procesadores es menos cubierto. Ademas,
estos son los que mas soluciones cubren, demostrando toda su potencialidad.
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= Considerando el tiempo promedio de ejecucion, la Tabla 6.8 indica que los MOEAs que ob-
tienen un mejor desempefio en cuanto a la calidad de la aproximacion, requieren en general un
mayor tiempo de ejecucion. De echo, el conjunto de resultados obtenidos por el NSGA-11-d es el
mejor de todos, para las distintas metricas consideradas, mientras que el tiempo consumido para
obtenerlo es el mayor. Esto se debe fundamentalmente a que el procedimiento de eliminacion de
elementos cubiertos llevado a cabo en el colector domina el tiempo de ejecucion. En problemas
de mayor complejidad donde el tiempo de calculo de la funcidn objetivo sea mayor, el tiempo

consumido por dicho procedimiento podria ser relativamente despreciable.

Posicion Conjunto ONVG Conjunto ONVGR Conjunto N
1 NSGA-I1I-d 3356 NSGA-II-d | 0.59493 | NSGA-II-d | 2158

2 NSGA-II-c 2486 NSGA-II-c | 0.440702 SPEA-d 946
3 SPEA-d 2436 SPEA-d 0.431838 | NSGA-II-c 802
4 CNSGA-II-d | 2125 | CNSGA-II-d | 0.376706 | CNSGA-II-d | 782
5 CNSGA-II-c | 1906 | CNSGA-II-c | 0.337883 SPEA-c 382
6 SPEA-c 1699 SPEA-c 0.301188 | CNSGA-II-c | 234
7 NSGA-1I-b 1307 NSGA-1I-b | 0.231697 SPEA-b 155
8 SPEA-b 1247 SPEA-b 0.22106 SPEA-a 149
9 NSGA-II-a 1222 NSGA-IlI-a | 0.216628 | NSGA-II-b 116
10 SPEA-a 1195 SPEA-a 0.211842 | NSGA-II-a 107

11 CNSGA-1I-b | 1025 | CNSGA-II-b | 0.181705 | CNSGA-II-b | 68
12 CNSGA-II-a 875 CNSGA-II-a | 0.155114 | CNSGA-Il-a | 59

13 NSGA-a 100 NSGA-a 0.017727 NSGA-d 3
14 NSGA-d 97 NSGA-d 0.017196 NSGA-c 2
15 NSGA-c 65 NSGA-c 0.011523 FFGA-d 2
16 NSGA-b 43 NSGA-b 0.007623 NSGA-b 1
17 NPGA-d 35 NPGA-d 0.006205 FFGA-c 1
18 FFGA-d 34 FFGA-d 0.006027 FFGA-a 0
19 FFGA-c 21 FFGA-c 0.003723 NPGA-a 0
20 NPGA-c 21 NPGA-c 0.003723 NSGA-a 0
21 FFGA-a 20 FFGA-a 0.003545 FFGA-b 0
22 FFGA-b 16 FFGA-b 0.002836 NPGA-b 0
23 NPGA-a 12 NPGA-a 0.002127 NPGA-c 0
24 NPGA-b 9 NPGA-b 0.001595 NPGA-d 0

Tabla 6.6. ZDT1: Métricas ONVG, ONVGR y N aplicadas a los resultados de las corridas.
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Posicion Conjunto Error Conjunto GD Conjunto ME Conjunto Spacing
1 NSGA-1I-d | 0.3570 | NSGA-II-d | 0.0001 | NSGA-II-d | 0.0009 | NSGA-II-d 0.0003
2 SPEA-d 0.6117 SPEA-d 0.0002 SPEA-d 0.0011 | NSGA-II-c 0.0004
3 CNSGA-II-d | 0.6320 | NSGA-II-c | 0.0002 | CNSGA-II-d | 0.0011 SPEA-d 0.0004
4 NSGA-II-c | 0.6774 | CNSGA-II-d | 0.0002 SPEA-c 0.0012 | CNSGA-II-d | 0.0005
5 SPEA-c 0.7752 SPEA-c 0.0003 | NSGA-Il-c | 0.0014 | CNSGA-II-c | 0.0005
6 SPEA-a 0.8753 | CNSGA-II-c | 0.0004 SPEA-a 0.0016 SPEA-c 0.0006
7 SPEA-b 0.8757 SPEA-b 0.0005 | NSGA-Il-a | 0.0016 SPEA-b 0.0008
8 CNSGA-Il-c | 0.8772 SPEA-a 0.0005 | CNSGA-Il-a | 0.0017 | NSGA-II-b 0.0008
9 NSGA-1I-b | 0.9112 | NSGA-lI-b | 0.0005 | CNSGA-II-b | 0.0017 SPEA-a 0.0009
10 NSGA-IlI-a | 0.9124 | NSGA-llI-a | 0.0005 SPEA-b 0.0018 | CNSGA-II-b | 0.0011
11 CNSGA-Il-a | 0.9326 | CNSGA-II-b | 0.0005 | CNSGA-II-c | 0.0018 | NSGA-ll-a | 0.0017
12 CNSGA-1I-b | 0.9337 | CNSGA-Il-a | 0.0006 | NSGA-II-b | 0.0019 | CNSGA-Il-a | 0.0025
13 FFGA-d 0.9412 NSGA-d 0.0095 NSGA-d 0.0287 NSGA-a 0.0090
14 FFGA-c 0.9524 NSGA-c 0.0131 NSGA-c 0.0380 NSGA-d 0.0101
15 NSGA-d 0.9691 NSGA-b 0.0164 NSGA-b 0.0535 NSGA-c 0.0180
16 NSGA-c 0.9692 FFGA-d 0.0201 FFGA-d 0.0705 NSGA-b 0.0296
17 NSGA-b 0.9767 NPGA-d 0.0229 NPGA-d 0.0709 FFGA-d 0.0325
18 FFGA-a 1.0000 NSGA-a 0.0249 NPGA-b 0.0793 NPGA-d 0.0374
19 NPGA-a 1.0000 FFGA-c 0.0307 NSGA-a 0.0980 NPGA-a 0.0588
20 NSGA-a 1.0000 NPGA-c 0.0427 FFGA-b 0.1315 NPGA-c 0.0695
21 FFGA-b 1.0000 NPGA-b 0.0480 NPGA-c 0.1557 FFGA-b 0.0720
22 NPGA-b 1.0000 FFGA-b 0.0568 FFGA-c 0.1558 FFGA-c 0.0831
23 NPGA-c 1.0000 NPGA-a 0.2857 NPGA-a 1.5938 NPGA-b 0.1449
24 NPGA-d 1.0000 FFGA-a 0.3959 FFGA-a 5.6699 FFGA-a 0.2470

Tabla 6.7. ZDT1: Métricas Error, GD, ME y Spacing aplicadas a los resultados de las corridas.

Tabla 6.8. ZDT1: Tiempo promedio utilizado para obtener cada conjunto aproximacion.

Posicion Conjunto | Tiempo (Segundos)
1 NPGA-d 3852.2
2 NSGA-d 4659
3 FFGA-d 4671.8
4 NPGA-c 4698.4
5 NPGA-a 5085.9
6 NSGA-b 5163.7
7 NSGA-a 5271.5
8 FFGA-a 5475
9 NSGA-c 5510.5
10 SPEA-a 5815.7
11 CNSGA-II-a 5855.8
12 NSGA-II-a 6251.5
13 FFGA-b 6744
14 NPGA-b 6802.4
15 FFGA-c 6822.6
16 CNSGA-II-b 7692
17 NSGA-1I-b 7760.2
18 CNSGA-II-c 7826.8
19 SPEA-b 7899.2
20 SPEA-c 7920
21 NSGA-II-c 8657.3
22 SPEA-d 17567.5
23 CNSGA-II-d 18965.4
24 NSGA-I1I-d 31244.7
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Conjunto CNSGA-I11 NSGA-11 SPEA Promedio
a b c d b c d a b c
CNSGA-Il-a | 0.000 | 0000 | 0.147 | 0.047 | 0.234 | 0.224 | 0.052 | 0.014 | 0.219 | 0.210 | 0.100 | 0043 | 0.108
CNSGA-II-b | 0,080 | 0.000 | 0.160 | 0.052 | 0.252 | 0.241 | 0.058 | 0.016 | 0.237 | 0.234 | 0.110 | 0.048 | 0.124
CNSGA-II-c | 0458 | 0.446 | 0.000 | 0.121 | 0399 | 0400 | 0.131 | 0.045 | 0.364 | 0.369 | 0.203 | 0.112 | 0.254
CNSGA-1I-d | 0.697 | 0.693 | 0.556 | 0.000 | 0.645 | 0.641 | 0.333 | 0.155 | 0.605 | 0.608 | 0442 | 0310 | 0474
NSGA-1l-a | 0.306 | 0299 | 0.194 | 0.072 | 0.000 | 0.000 | 0.069 | 0.026 | 0.235 | 0.239 | 0.116 | 0.061 | 0135
NSGA-1I-b | 0317 | 0.318 | 0.205 | 0.081 | 0.046 | 0.000 | 0.000 | 0.027 | 0.255 | 0.258 | 0.124 | 0.064 | 0.147
NSGA-1l-c | 0.663 | 0.661 | 0508 | 0.267 | 0.620 | 0.614 | 0.000 | 0.127 | 0.571 | 0.577 | 0.391 | 0.239 | 0437
NSGA-1I-d | 0.835 | 0.832 | 0.725 | 0.486 | 0.798 | 0.796 | 0.526 | 0.000 | 0.753 | 0.758 | 0.612 | 0474 | 0.633
SPEA-a 0.305 | 0.304 | 0.206 | 0.075 | 0.257 | 0.252 | 0.076 | 0.034 | 0.000 | 0.000 | 0.125 | 0.063 | 0.141
SPEA-b 0309 | 0.315 | 0.212 | 0.076 | 0.260 | 0.256 | 0.077 | 0.034 | 0.020 | 0.000 | 0.128 | 0.064 | 0.146
SPEA-C 0518 | 0509 | 0.369 | 0.182 | 0.461 | 0.461 | 0.194 | 0.073 | 0.446 | 0452 | 0,000 | 0.158 | 0.319
SPEA-d 0662 | 0.664 | 0553 | 0.290 | 0.632 | 0.637 | 0.323 | 0.153 | 0.616 | 0.621 | 0467 | 0.000 | 0.468
Promedio | 0429 | 0420 | 0.320 | 0.146 | 0.384 | 0.377 | 0.159 | 0.058 | 0.360 | 0.361 | 0.235 | 0.136
Tabla 6.9. ZDT1: cobertura entre conjuntos calculados por MOEAs de segunda generacion.
CNSGA-ll-a | FFGA-a | NPGA-a | NSGA-ll-a | NSGA-a | SPEA-a | Promedio
CNSGA-II-a 0.000000 1.000000 | 1.000000 | 0.234861 1.000000 | 0.219247 | 0.575685
FFGA-a 0.000000 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
NPGA-a 0.000000 1.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.166667
NSGA-II-a 0.306286 1.000000 | 1.000000 0.000000 1.000000 | 0.235146 | 0.590239
NSGA-a 0.000000 1.000000 | 1.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.333333
SPEA-a 0.305143 1.000000 | 1.000000 0.256956 1.000000 | 0.000000 | 0.593683
Promedio 0.101905 | 0.833333 | 0.666667 | 0.081969 | 0.500000 | 0.075732
Tabla 6.10. ZDT1: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas a.
CNSGA-IlI-b | FFGA-b | NPGA-b | NSGA-II-b | NSGA-b | SPEA-b | Promedio
CNSGA-II-b 0.000000 0.812500 | 0.888889 0.241010 0.767442 | 0.234964 | 0.490801
FFGA-b 0.000976 0.000000 | 0.222222 0.000000 0.000000 | 0.000802 | 0.037333
NPGA-b 0.000000 0.375000 | 0.000000 0.000000 0.046512 | 0.000000 | 0.070252
NSGA-I1I-b 0.318049 0.875000 | 0.888889 0.000000 0.744186 | 0.258220 | 0.514057
NSGA-b 0.003902 0.750000 | 0.777778 0.004591 0.000000 | 0.003208 | 0.256580
SPEA-b 0.315122 0.875000 | 0.888889 0.256312 0.837209 | 0.000000 | 0.528755
Promedio 0.106341 0.614583 | 0.611111 0.083652 0.399225 | 0.082866
Tabla 6.11. ZDT1: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas b.
CNSGA-II-c | FFGA-c | NPGA-c | NSGA-IlI-c | NSGA-c | SPEA-c | Promedio
CNSGA-II-c 0.000000 0.809524 | 0.952381 0.131134 0.892308 | 0.203649 | 0.498166
FFGA-c 0.000525 0.000000 | 0.428571 0.000000 0.046154 | 0.001177 | 0.079405
NPGA-c 0.000000 0.238095 | 0.000000 0.000000 0.107692 | 0.000000 | 0.057631
NSGA-I1I-c 0.508395 0.857143 | 0.952381 0.000000 0.938462 | 0.391407 | 0.607964
NSGA-c 0.001049 0.428571 | 0.666667 0.000000 0.000000 | 0.001177 | 0.182911
SPEA-c 0.369885 0.761905 | 0.952381 0.194690 0.907692 | 0.000000 | 0.531092
Promedio 0.146642 0.515873 | 0.658730 0.054304 0.482051 | 0.099568

Tabla 6.12. ZDT1: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas c.
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CNSGA-II-d | FFGA-d | NPGA-d | NSGA-II-d | NSGA-d | SPEA-d | Promedio
CNSGA-II-d 0.000000 0.852941 | 0.914286 0.155244 0.917526 | 0.310755 | 0.525125
FFGA-d 0.001412 0.000000 | 0.257143 0.000000 0.051546 | 0.001642 | 0.051957
NPGA-d 0.001412 0.500000 | 0.000000 0.000298 0.113402 | 0.000821 | 0.102655
NSGA-II-d 0.486588 0.941176 | 0.971429 0.000000 0.969072 | 0.474959 | 0.640537
NSGA-d 0.001882 0.705882 | 0.600000 0.000000 0.000000 | 0.003695 | 0.218577
SPEA-d 0.289882 0.882353 | 0.914286 0.153159 0.907216 | 0.000000 | 0.524483
Promedio 0.130196 0.647059 | 0.609524 0.051450 0.493127 | 0.131979

Tabla 6.13. ZDT1: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas d.

6.4.2. Resultados de los experimentos sobre la funcion ZDT2

La Tabla 6.15 presenta los valores de las métricas ONVG, ONVGR y N para los conjuntos cal-
culados como aproximaciones del conjunto solucion del problema ZDT2 por las distintas corridas de
las implementaciones de los algoritmos considerados. La Tabla 6.16 presenta los resultados de las

métricas Error, GD, ME y Spacing. La Tabla 6.18 presenta los tiempos de ejecucion en segundos de

las distintas corridas para el problema ZDT2.

Por su parte, la Tabla 6.17 presenta los resultados de la métrica cobertura sobre los conjuntos
de solucién proveidos por las corridas de las implementaciones de MOEAs de segunda generacion.

Finalmente, las tablas 6.19, 6.20, 6.21, 6.22 presentan los resultados de la aplicacion de la métrica

cobertura entre los conjuntos propuestos por los distintos algoritmos en por las corridas a, b, c y d.

A partir de las distintas tablas se obtienen las siguientes conclusiones parciales:

= La Figura 6.3 presenta los resultados obtenidos para la métrica ONVG por los distintos conjun-
tos propuestos. Como puede verse, conforme aumenta el nimero de procesos, para las implemen-

taciones de los algoritmos de segunda generacion, aumenta el nimero de soluciones que propo-

nen. Lo mismo ocurre con los que utilizan NSGA.

= Entre las implementaciones secuenciales, la del NSGA-II es la que obtiene el conjunto con el

mayor numero de soluciones calculadas.
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Figura 6.3. ZDT2: Resultado de la métrica ONVG para los distintos conjuntos.

= Al aumentar el numero de procesos, son las implementaciones basadas en SPEA las que consi-
guen mejores resultados para la métrica ONVG. De echo, considerando esta métrica, el mejor
de todos los conjuntos es el SPEA-d, obtenido a partir de implementaciones que utilizan cuatro

procesos SPEA.

= Entre los conjuntos propuestos por los algoritmos evolutivos multiobjetivo de primera gene-
racion utilizados, los que obtienen un mejor valor para la métrica ONVG son los generados
utilizando NSGA. Siendo los peores los propuestos por las implementaciones del FFGA. Es
interesante apuntar, que para el FFGA el efecto del paralelismo con relacién al nimero de
soluciones nodominadas propuestas es practicamente nulo para el problema y los parametros

utilizados.

= Considerando la métrica ONVGR, el orden de los distintos conjuntos se mantiene igual que con

la métrica ONVG.
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Figura 6.4. ZDT2: Resultado de la métrica N para los distintos conjuntos.

= La Figura 6.4 representa los resultados obtenidos para la métrica N por los distintos conjuntos

solucion propuestos en las corridas de las implementaciones de los algoritmos considerados.

= Teniendo en cuenta el nimero de vectores realmente nodominados propuestos por las distintas
implementaciones, son los conjuntos obtenidos por las implementaciones que utilizan procesos
basados en MOEASs de segunda generacion los que obtienen los mejores valores. Los de primera
generacién, consiguen muy pocas soluciones que verdaderamente pertenecen al conjunto de
nodominados. Asi los de segunda generacién ocupan las posiciones 1 al 12, mientras que los de

primera las posiciones 13 al 24.

= Hasta este punto, queda claro que para el problema y parametros utilizados, las implementa-
ciones que utilizan MOEAs de segunda generacion superan a las que pertenecen a la primera
generacion con respecto tanto al nimero de soluciones propuestas (ONVG) como en el nimero

de soluciones gque verdaderamente son nodominadas.
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Relacion | CNSGA-II | NSGA-II SPEA
b/a 1.28 1.037634 | 1.482993
cla 4112 2.306452 | 4.619048
d/a 7.64 6.069892 | 10.48299

Tabla 6.14. ZDT2: Razdn de N entre los conjuntos obtenidos por las corridas paralelas y la secuencial.

= Los mejores tres conjuntos de soluciones se obtuvieron utilizando implementaciones con cuatro

procesos MOEAs. El orden es el siguiente:

1. SPEA-d,
2. NSGA-II-d,y

3. CNSGA-II-d.

= Le siguen a éstas los conjuntos obtenidos por las corridas que utilizan 2 procesos, entre los que
nuevamente el conjunto obtenido por la implementacion del SPEA es la mejor. A éste, le siguen
el propuesto por el CNSGA-II y el NSGA-II. Luego, en la séptima y octava posicion aparecen

los conjuntos SPEA-b y NSGA-b.

= El conjunto NSGA-II-aes, con respecto a la métrica N, el mejor de todos los conjuntos obtenidos
por las corridas de implementaciones secuenciales para este problema y se ubica en la novena

posicion superando al incluso al CNSGA-I1-b.

= Latabla6.14 presenta la relacion entre el nimero de soluciones realmente nodominadas obtenidas
por las corridas paralelas de las implementaciones de los algoritmos de segunda generacion. Co-
mo puede verse, para el problema considerado al aumentar el nimero de elementos de proceso,
son las implementaciones basadas en SPEA las que obtienen un mayor incremento en el valor

de N. Por otro lado, son las basadas en NSGA-II las que consiguen el menor incremento.

= En la Tabla 6.17 puede verse que las soluciones existentes en el conjunto SPEA-d, cubren en
promedio el 50% de las soluciones existentes en los otros conjuntos, siendo ademas el conjunto
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que posee menos soluciones cubiertas en promedio (11 %).

Para la métrica Error, los mejores lugares son ocupados por las implementaciones de los algo-
ritmos de segunda generacion con 2 y 4 procesos. En la séptima posicion aparece el conjunto
solucion FFGA-c, sin embargo en este conjunto sélo existen 6 soluciones correctas, mientras
que en la octava posicion aparece el conjunto SPEA-b con mas de 200 soluciones realmente
no dominadas. Por lo que, en principio se puede concluir que, el valor de la métrica error es

insuficiente para medir la calidad de un conjunto aproximacion.

Con relacion a la distancia generacional, en cada corrida, los algoritmos que ocupan los primeros

lugares, tienen valores similares.

Con respecto a la métrica ME, se mantiene que los algoritmos no elitistas logran un desempefio
muy pobre con relacion al de los algoritmos de segunda generacion. Entre estos, es en todos los

casos en NSGA el que obtiene un mejor valor para esta métrica para todas las corridas.

Para la métrica spacing, se mantiene que algoritmos elitistas siempre en las primeras posiciones
lejos de los algoritmos que no incluyen elitismo. Ademas, entre los resultados obtenidos por
las corridas que utilizan procesos basados en MOEAs elitistas son las que utilizan un niamero

mayor de procesos logran los mejores valores para esta métrica.

Con respecto al tiempo, son las implementaciones que consiguen el mayor nimero de soluciones
las que requieren mayor tiempo. Es interesante notar que las implementaciones que utilizan

NSGA-1I y CNSGA-II son mas rapidas que las basadas en SPEA.
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Posicion Conjunto ONVG Conjunto ONVGR Conjunto N
1 SPEA-d 3124 SPEA-d 0.539365 SPEA-d 1541
2 NSGA-II-d 2818 NSGA-1I-d | 0.486533 | NSGA-II-d | 1129
3 SPEA-c 2420 SPEA-c 0.417818 | CNSGA-II-d | 955
4 CNSGA-II-d | 2396 | CNSGA-II-d | 0.413674 SPEA-c 679
5 NSGA-II-c 2079 NSGA-II-c | 0.358943 | CNSGA-Il-c | 514
6 CNSGA-IlI-c | 1841 | CNSGA-Il-c | 0.317852 | NSGA-ll-c | 429
7 SPEA-b 1570 SPEA-b 0.271064 SPEA-b 218
8 NSGA-II-b 1436 NSGA-1I-b | 0.247928 | NSGA-II-b | 193
9 NSGA-II-a 1386 NSGA-IlI-a | 0.239296 | NSGA-Il-a | 186
10 SPEA-a 1298 SPEA-a 0.224102 | CNSGA-1I-b | 160
11 CNSGA-II-b | 1245 | CNSGA-II-b | 0.214952 SPEA-a 147
12 CNSGA-IlI-a | 1090 | CNSGA-Il-a | 0.188191 | CNSGA-Il-a | 125
13 NSGA-d 647 NSGA-d 0.111706 FFGA-d 6
14 NSGA-c 492 NSGA-c 0.084945 FFGA-c 6
15 NSGA-b 409 NSGA-b 0.070615 NSGA-d 5
16 NSGA-a 337 NSGA-a 0.058184 NSGA-c 2
17 NPGA-b 224 NPGA-b 0.038674 NSGA-d 2
18 NPGA-c 172 NPGA-c 0.029696 FFGA-b 1
19 NPGA-d 158 NPGA-d 0.027279 NPGA-d 1

20 NPGA-a 112 NPGA-a 0.019337 NPGA-c 1
21 FFGA-b 55 FFGA-b 0.009496 NPGA-b 1
22 FFGA-d 55 FFGA-d 0.009496 NSGA-a 1
23 FFGA-a 52 FFGA-a 0.008978 FFGA-a 0
24 FFGA-c 34 FFGA-c 0.005870 NPGA-a 0

Tabla 6.15. ZDT2: Métricas ONVG, ONVGR y N aplicadas a los resultados de las corridas.

Posicion Conjunto Error Conjunto GD Conjunto ME Conjunto | Spacing
1 SPEA-d 0.5067 SPEA-d 0.0002 | CNSGA-II-d | 0.0015 | NSGA-II-d | 0.0004
2 NSGA-II-d | 0.5994 | NSGA-II-d | 0.0002 | NSGA-Il-c | 0.0015 SPEA-d 0.0004
3 CNSGA-II-d | 0.6014 | CNSGA-II-d | 0.0002 SPEA-d 0.0015 | CNSGA-II-d | 0.0005
4 SPEA-c 0.7194 SPEA-c 0.0003 | NSGA-II-d | 0.0017 SPEA-c 0.0005
5 CNSGA-II-c | 0.7208 | CNSGA-II-c | 0.0003 SPEA-c 0.0018 | NSGA-lI-c | 0.0005
6 NSGA-II-c | 0.7937 | NSGA-ll-c | 0.0003 | NSGA-ll-a | 0.0024 | CNSGA-Il-c | 0.0006
7 FFGA-c 0.8235 SPEA-b 0.0004 | NSGA-II-b | 0.0024 | NSGA-II-b | 0.0008
8 SPEA-b 0.8611 | NSGA-II-b | 0.0005 | CNSGA-II-c | 0.0026 | CNSGA-II-b | 0.0008
9 NSGA-II-b | 0.8656 | NSGA-Il-a | 0.0005 | CNSGA-II-b | 0.0026 | NSGA-Il-a | 0.0008
10 NSGA-II-a | 0.8658 | CNSGA-II-b | 0.0005 SPEA-a 0.0031 SPEA-b 0.0008
11 CNSGA-II-b | 0.8715 SPEA-a 0.0005 SPEA-b 0.0031 | CNSGA-II-a | 0.0009
12 CNSGA-Il-a | 0.8853 | CNSGA-Il-a | 0.0006 | CNSGA-II-a | 0.0031 SPEA-a 0.0009
13 SPEA-a 0.8867 NSGA-d 0.0025 NSGA-d 0.0532 NSGA-d 0.0056
14 FFGA-d 0.8909 NSGA-c 0.0032 NSGA-c 0.0671 NSGA-a 0.0070
15 FFGA-b 0.9818 NSGA-b 0.0039 NSGA-b 0.0864 NSGA-c 0.0078
16 NSGA-d 0.9923 NSGA-a 0.0068 NSGA-a 0.1216 NSGA-b 0.0097
17 NPGA-d 0.9937 NPGA-c 0.0097 NPGA-d 0.2035 NPGA-a 0.0128
18 NPGA-c 0.9942 NPGA-d 0.0101 FFGA-b 0.2489 NPGA-b 0.0146
19 NSGA-b 0.9951 NPGA-b 0.0109 FFGA-c 0.2593 FFGA-a 0.0151
20 NPGA-b 0.9955 FFGA-d 0.0196 FFGA-d 0.2697 NPGA-c 0.0170
21 NSGA-c 0.9959 NPGA-a 0.0207 NPGA-c 0.3198 NPGA-d 0.0187
22 NSGA-a 0.9970 FFGA-c 0.0250 NPGA-b 0.3432 FFGA-d 0.0378
23 FFGA-a 1.0000 FFGA-b 0.0305 NPGA-a 0.3589 FFGA-b 0.0609
24 NPGA-a 1.0000 FFGA-a 0.0562 FFGA-a 0.4585 FFGA-c 0.1199

Tabla 6.16. ZDT2: Métricas Error, GD, ME y Spacing aplicadas a los resultados de las corridas.
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Conjunto CNSGA-11 NSGA-11 SPEA Promedio
a b c d a b c d a b c d
CNSGA-1l-a | 0.000 | 0.000 | 0.114 | 0.062 | 0.284 | 0.274 | 0.166 | 0.070 | 0.310 | 0.268 | 0.144 | 0.056 0.146
CNSGA-1I-b | 0.084 | 0.000 | 0.129 | 0.072 | 0.323 | 0.317 | 0.190 | 0.082 | 0.348 | 0.301 | 0.161 | 0.069 0.173
CNSGA-Il-c | 0514 | 0488 | 0.000 | 0.208 | 0.517 | 0508 | 0.374 | 0.219 | 0.558 | 0.519 | 0.332 | 0.175 0.368
CNSGA-1I-d | 0652 | 0625 | 0.436 | 0.000 | 0.646 | 0.642 | 0529 | 0.323 | 0.663 | 0.617 | 0.421 | 0.263 0.485
NSGA-II-a 0.236 | 0.212 | 0.095 | 0.056 | 0.000 | 0.000 | 0.148 | 0.063 | 0.280 | 0.248 | 0.130 | 0.054 0.127
NSGA-II-b 0.247 | 0.223 | 0.101 | 0.058 | 0.022 | 0.000 | 0.151 | 0.065 | 0.287 | 0.255 | 0.136 | 0.055 0.133
NSGA-II-c 0.438 | 0.413 | 0.243 | 0.143 | 0463 | 0455 | 0.000 | 0.152 | 0.525 | 0.480 | 0.255 | 0.133 0.308
NSGA-II-d 0.644 | 0.630 | 0.414 | 0.301 | 0.653 | 0.651 | 0.512 | 0.000 | 0.697 | 0.642 | 0.436 | 0.256 0.486
SPEA-a 0.230 | 0.206 | 0.104 | 0.059 | 0.240 | 0.232 | 0.133 | 0.048 | 0.000 | 0.000 | 0.122 | 0.050 0.119
SPEA-b 0.239 | 0.220 | 0.117 | 0.072 | 0.253 | 0.248 | 0.141 | 0.053 | 0.052 | 0.000 | 0.139 | 0.064 0.133
SPEA-c 0432 | 0416 | 0.242 | 0179 | 0454 | 0445 | 0290 | 0.184 | 0.495 | 0.490 | 0.000 | 0.158 0.315
SPEA-d 0.628 | 0.602 | 0.468 | 0.344 | 0.642 | 0.636 | 0502 | 0.343 | 0.676 | 0.664 | 0.496 | 0.000 0.500
Promedio 0.362 | 0.336 | 0.205 | 0.130 | 0.375 | 0.367 | 0.261 | 0.133 | 0.408 | 0.374 | 0.231 | 0.111

Tabla 6.17. ZDT2: cobertura entre conjuntos calculados por MOEASs de segunda generacion.

Posicion Conjunto | Tiempo (Segundos)
1 NPGA-c 3317.7
2 NPGA-a 3330.8
3 FFGA-d 3766.7
4 NSGA-a 3776.0
5 FFGA-c 3796.4
6 FFGA-a 4143.3
7 CNSGA-II-a 4167.7
8 NSGA-II-a 4192.3
9 NPGA-d 4267.3
10 NSGA-1I-b 4990.9
11 CNSGA-II-b 5009.9
12 NSGA-c 5103.9
13 NSGA-II-c 6231.0
14 CNSGA-II-c 6294.5
15 SPEA-a 6298.4
16 FFGA-b 6617.0
17 NPGA-b 6848.7
18 NSGA-b 7405.5
19 SPEA-b 7686.3
20 SPEA-c 10238.0
21 NSGA-d 11867.3
22 CNSGA-II-d 18815.4
23 NSGA-I1I-d 19874.7
24 SPEA-d 32719.8

Tabla 6.18. ZDT2: Tiempo promedio utilizado para obtener cada conjunto aproximacion.
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CNSGA-Il-a | FFGA-a | NPGA-a | NSGA-a | NSGA-Il-a | SPEA-a | Promedio
CNSGA-II-a 0.000000 1.000000 | 0.678571 | 0.635015 | 0.284271 | 0.309707 | 0.484594
FFGA-a 0.000000 0.000000 | 0.008929 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.001488
NPGA-a 0.000000 0.865385 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.144231
NSGA-a 0.000000 1.000000 | 0.982143 | 0.000000 0.000000 0.000770 | 0.330486
NSGA-II-a 0.235780 0.980769 | 0.598214 | 0.614243 | 0.000000 | 0.280431 | 0.451573
SPEA-a 0.230275 1.000000 | 0.767857 | 0.792285 0.240260 0.000000 | 0.505113
Promedio 0.077676 0.807692 | 0.505952 | 0.340257 | 0.087422 | 0.098485
Tabla 6.19. ZDT2: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas a.
CNSGA-II-b | FFGA-b | NPGA-b | NSGA-b | NSGA-II-b | SPEA-b | Promedio
CNSGA-II-b 0.000000 0.963636 | 0.857143 | 0.552567 0.316852 0.300637 | 0.498473
FFGA-b 0.000000 0.000000 | 0.348214 | 0.041565 0.000000 0.000000 | 0.064963
NPGA-b 0.000803 0.836364 | 0.000000 | 0.009780 0.000000 0.000000 | 0.141158
NSGA-b 0.001606 0.927273 | 0.982143 | 0.000000 0.000000 0.001911 | 0.318822
NSGA-II-b 0.223293 0.909091 | 0.647321 | 0.540342 0.000000 0.254777 | 0.429137
SPEA-b 0.220080 0.963636 | 0.995536 | 0.955990 0.247911 0.000000 | 0.563859
Promedio 0.074297 0.766667 | 0.638393 | 0.350041 0.094127 0.092887
Tabla 6.20. ZDT2: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas b.
CNSGA-II-c | FFGA-c | NPGA-c | NSGA-c | NSGA-II-c | SPEA-c | Promedio
CNSGA-II-c 0.000000 0.794118 | 0.988372 | 0.825203 0.374218 0.331818 | 0.552288
FFGA-c 0.003259 0.000000 | 0.523256 | 0.065041 0.001443 0.003306 | 0.099384
NPGA-c 0.000543 0.558824 | 0.000000 | 0.024390 | 0.000962 | 0.000000 | 0.097453
NSGA-c 0.002716 0.676471 | 0.965116 | 0.000000 0.001443 0.000826 | 0.274429
NSGA-I1I-c 0.242803 0.764706 | 0.587209 | 0.546748 | 0.000000 | 0.254545 | 0.399335
SPEA-c 0.242260 0.794118 | 0.994186 | 0.977642 0.290043 0.000000 | 0.549708
Promedio 0.081930 0.598039 | 0.676357 | 0.406504 | 0.111352 | 0.098416
Tabla 6.21. ZDT2: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas c.
CNSGA-11-d | FFGA-d | NPGA-d | NSGA-d | NSGA-II-d | SPEA-d | Promedio
CNSGA-II-d 0.000000 0.854545 | 0.981013 | 0.795981 0.322924 0.263444 | 0.536318
FFGA-d 0.003339 0.000000 | 0.588608 | 0.058733 0.000710 0.002561 | 0.108992
NPGA-d 0.001252 0.654545 | 0.000000 | 0.027821 0.000000 0.000000 | 0.113936
NSGA-d 0.002922 0.781818 | 0.962025 | 0.000000 0.000710 0.000640 | 0.291353
NSGA-I1-d 0.300501 0.836364 | 0.721519 | 0.670788 0.000000 0.256402 | 0.464262
SPEA-d 0.343907 0.872727 | 0.993671 | 0.973725 0.342796 0.000000 | 0.587804
Promedio 0.108653 0.666667 | 0.707806 | 0.421175 0.111190 0.087175

Tabla 6.22. ZDT2: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas d.
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6.4.3. Resultados de los experimentos sobre la funcion ZDT3

La Tabla 6.23 presenta los valores de las métricas ONVG, ONVGR y N para los conjuntos solucion
propuestos, como aproximaciones a la solucion del problema ZDT3, por las distintas implementacio-
nes de los algoritmos. La Tabla 6.24 presenta los resultados de las métricas Error, GD, ME y Spacing.
La Tabla 6.25 presenta los tiempos promedio de ejecucion en segundos de las distintas corridas para
el problema ZDT3.

La Tabla 6.26 presenta los resultados de la métrica cobertura comparando los conjuntos de solucion
proveidos por las implementaciones que utilizan MOEASs de segunda generacion. Las tablas 6.27,
6.28, 6.29, 6.30 presentan los resultados de la aplicacion de la métrica cobertura entre los conjuntos
calculados por los distintos algoritmos en las corridas a, b, c y d.

A partir de los resultados obtenidos, presentados en las distintas tablas, se obtienen las siguientes

conclusiones parciales:

= La Figura 6.5 presenta los resultados, obtenidos por los distintos conjuntos propuestos, para la
métrica ONVG. Como puede verse, el conjunto de soluciones SPEA-d es el mayor de todos, en

segundo lugar se encuentra el NSGA-II-c, seguido por el CNSGA-II-d y el NSGA-II-d.

= El ndmero de soluciones halladas por las implementaciones paralelas basadas en SPEA y CNSGA-
Il con dos procesos es menor al nimero de soluciones propuestas por las implementaciones

paralelas que utilizan un Unico proceso MOEA y un colector.

= Considerando los conjuntos encontrados por las corridas ay b son los obtenidos por las implemen-
taciones del CNSGA-II los que obtienen el mayor valor para la métrica ONVG. Sin embar-
go, para las corridas ¢ el namero mayor de soluciones es obtenido por las ejecuciones de las
implementaciones del NSGA-II. Finalmente, en las corridas con cuatro procesos es el conjunto

SPEA-d el de cardinalidad mayor, siendo ademas el mayor de todos los conjuntos propuestos.
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Figura 6.5. ZDT3: Resultado de la métrica ONVG para los distintos conjuntos.

= Para los algoritmos de primera generacion, como en las comparaciones anteriores, los conjuntos
de soluciones calculados por las distintas implementaciones del NSGA son las que reportan el
mayor numero de soluciones, seguido por las del NPGA. En cuanto a la cardinalidad del conjun-
to solucion, en el dltimo lugar se encuentran los conjuntos obtenidos por las implementaciones

del FFGA.

= Para la métrica ONVGR se mantiene el mismo orden que para la métrica ONVG.

= LaFigura 6.6 presenta el resultado de la métrica N para los distintos conjuntos obtenidos. Como
se puede visualizar, para esta métrica, el primer y segundo lugar es ocupado por los conjuntos
solucion obtenidos por las corridas de NSGA-II paralelo con cuatro y dos procesos respectiva-
mente. Son, ademas, las implementaciones del NSGA-I1 las que consiguen el mayor nimero de
soluciones verdaderamente nodominadas considerando de forma independiente los conjuntos

obtenidos por las corridas a y b.
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Figura 6.6. ZDT3: Resultado de la métrica N para los distintos conjuntos.

= Puede observarse que, en general, para este problema y el modelo de paralelizacion utilizado, el
namero de soluciones propuestas realmente nodominadas aumenta conforme aumenta el nimero

de procesos. No ocurre lo mismo para la métrica ONVG.

= Como en las comparaciones anteriores, con relacion al nimero de soluciones proveidas, las
implementaciones de los MOEAs de primera generacion son ampliamente superadas por los de

segunda generacion.

= Para la métrica Error, es el conjunto NSGA-II-d el mejor de todos. Cabe sefialar la relatividad
de esta métrica ya que segun ella el conjunto NSGA-d (posicién 3) es mejor que el SPEA-d
(posicion 17), a pesar que el primero solo tiene un total de 131 soluciones verdaderamente no-
dominadas mientras que el segundo 793. Siendo que ademas, el 99,1 por ciento de las soluciones

del NSGA-d son cubiertas por las soluciones del SPEA-d como se muestra en las tabla 6.30.
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Posicion Conjunto ONVG Conjunto ONVGR Conjunto N
1 SPEA-d 2222 SPEA-d 0.282733 | NSGA-II-d | 1278
2 NSGA-II-c 2056 NSGA-II-c | 0.261611 | NSGA-Il-c | 900
3 CNSGA-II-d | 1565 | CNSGA-II-d | 0.199135 SPEA-d 793
4 NSGA-I1I-d 1457 NSGA-1I-d | 0.185393 | CNSGA-II-d | 729
5 CNSGA-II-b | 1066 | CNSGA-II-b | 0.135641 SPEA-c 598
6 CNSGA-lI-c 969 CNSGA-Il-c | 0.123298 | NSGA-II-b | 582
7 NSGA-II-b 917 NSGA-1I-b | 0.116682 | CNSGA-II-c | 549
8 SPEA-b 874 SPEA-b 0.11121 NSGA-ll-a | 461
9 SPEA-c 839 SPEA-c 0.106757 SPEA-a 400
10 CNSGA-II-a 760 CNSGA-Il-a | 0.096704 | CNSGA-II-b | 391
11 NSGA-II-a 658 NSGA-llI-a | 0.083726 SPEA-b 372
12 SPEA-a 476 SPEA-a 0.060568 | CNSGA-Il-a | 323
13 NSGA-c 246 NSGA-c 0.031302 NSGA-d 131
14 NSGA-a 206 NSGA-a 0.026212 NSGA-c 95
15 NSGA-b 187 NSGA-b 0.023794 NSGA-b 88
16 NSGA-d 158 NSGA-d 0.020104 NSGA-a 63
17 NPGA-c 118 NPGA-c 0.015015 NPGA-d 29
18 NPGA-d 88 NPGA-d 0.011197 NPGA-c 23
19 NPGA-b 75 NPGA-b 0.009543 NPGA-b 20
20 NPGA-a 38 NPGA-a 0.004835 FFGA-d 10
21 FFGA-b 32 FFGA-b 0.004072 FFGA-a 8
22 FFGA-c 19 FFGA-c 0.002418 NPGA-a 7
23 FFGA-a 15 FFGA-a 0.001909 FFGA-b 5
24 FFGA-d 15 FFGA-d 0.001909 FFGA-c 4

Tabla 6.23. ZDT3: Métricas ONVG, ONVGR y N aplicadas a los resultados de las corridas.

Posicion Conjunto Error Conjunto GD Conjunto ME Conjunto | Spacing
1 NSGA-II-d | 0.1229 | NSGA-II-d | 0.0016 FFGA-a 0.0670 SPEA-a 0.0171
2 SPEA-a 0.1597 SPEA-c 0.0079 NSGA-d 0.4694 SPEA-d 0.0190
3 NSGA-d 0.1709 SPEA-a 0.0098 SPEA-a 0.4804 | NSGA-ll-c | 0.0204
4 SPEA-c 0.2872 NSGA-d 0.0103 SPEA-c 0.4970 SPEA-c 0.0205
5 NSGA-II-a | 0.2994 | CNSGA-II-c | 0.0154 | NSGA-l1I-d | 0.8242 | CNSGA-II-b | 0.0278
6 FFGA-d 0.3333 | CNSGA-II-d | 0.0172 | CNSGA-II-c | 1.1996 | CNSGA-Il-c | 0.0293
7 NSGA-II-b | 0.3653 | NSGA-II-b | 0.0174 | NSGA-ll-a | 1.2971 | CNSGA-Il-a | 0.0315
8 CNSGA-lI-c | 0.4334 | NSGA-ll-a | 0.0186 FFGA-c 1.3864 | CNSGA-II-d | 0.0373
9 FFGA-a 0.4667 SPEA-d 0.0196 NPGA-b 1.4037 SPEA-b 0.0373
10 NSGA-b 0.5294 SPEA-b 0.0201 FFGA-d 1.4781 | NSGA-Il-a | 0.0452
11 CNSGA-II-d | 0.5342 | NSGA-lI-c | 0.0211 SPEA-b 1.5774 | NSGA-II-b 0.0463
12 NSGA-II-c | 0.5623 | CNSGA-II-b | 0.0252 | NSGA-lI-b | 1.5925 FFGA-c 0.0555
13 SPEA-b 0.5744 | CNSGA-Il-a | 0.0275 FFGA-b 1.8549 NSGA-d 0.0595
14 CNSGA-Il-a | 0.5750 FFGA-a 0.0317 | CNSGA-II-d | 1.8779 NSGA-a 0.0659
15 NSGA-c 0.6138 NPGA-b 0.0391 | CNSGA-Il-a | 1.9711 | NSGA-Il-d | 0.0665
16 CNSGA-II-b | 0.6332 NSGA-c 0.0507 NSGA-b 2.0035 NSGA-c 0.0669
17 SPEA-d 0.6431 NSGA-b 0.0556 NPGA-a 2.0048 NSGA-b 0.0810
18 NPGA-d 0.6705 NSGA-a 0.0604 NSGA-c 2.0056 NPGA-d 0.1064
19 NSGA-a 0.6942 NPGA-c 0.0855 NPGA-d 2.0102 NPGA-a 0.1091
20 NPGA-b 0.7333 FFGA-c 0.0870 NPGA-c 2.0106 NPGA-b 0.1133
21 FFGA-c 0.7895 NPGA-d 0.0947 NSGA-a 2.0133 FFGA-a 0.1159
22 NPGA-c 0.8051 FFGA-d 0.1002 | CNSGA-II-b | 2.1068 NPGA-c 0.1199
23 NPGA-a 0.8158 NPGA-a 0.1367 | NSGA-ll-c | 2.3554 FFGA-b 0.1761
24 FFGA-b 0.8438 FFGA-b 0.1406 SPEA-d 2.4082 FFGA-d 0.3965

Tabla 6.24. ZDT3: Métricas Error, GD, ME y Spacing aplicadas a los resultados de las corridas.
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Posicion Conjunto | Tiempo
1 NPGA-c 3282.5
2 NPGA-a 3460.4
3 NSGA-a 3696
4 FFGA-c 3719.7
5 FFGA-a 3877.7
6 NPGA-d 4184.3
7 FFGA-d 4195.6
8 NSGA-Il-a | 4208.3
9 CNSGA-Il-a | 4215.2
10 FFGA-b 4348.5
11 NSGA-b 4469.2
12 NSGA-c 5048.2
13 CNSGA-1I-b | 5530.3
14 NSGA-II-b | 5708.3
15 NPGA-b 6143.3
16 SPEA-a 6848.3
17 SPEA-b 7813.4
18 CNSGA-II-c | 10489.2
19 NSGA-d 11167.7
20 SPEA-c 11909.1
21 NSGA-IlI-c | 14116.5
22 SPEA-d 38623.6
23 CNSGA-1I-d | 40124.6
24 NSGA-II-d | 65497.9

Tabla 6.25. ZDT3: Tiempo promedio utilizado para obtener cada conjunto aproximacion.

CNSGA-II NSGA-II SPEA Promedio
Conjunto a b c d a b c d a b c d

CNSGA-1l-a | 0000 | 0.112 | 0.022 | 0.010 | 0.024 | 0.012 | 0.014 | 0.004 | 0.042 | 0.035 | 0.020 | 0.010 0.025
CNSGA-11-b | 0.000 | 0.000 | 0.024 | 0.018 | 0.000 | 0.024 | 0.020 | 0.005 | 0.000 | 0.047 | 0.038 | 0.012 0.016
CNSGA-1I-c | 0329 | 0.371 | 0.000 | 0.191 | 0.112 | 0.147 | 0.444 | 0.014 | 0.000 | 0.169 | 0.063 | 0.376 0.185
CNSGA-II-d | 0.176 | 0.225 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.317 | 0.022 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.260 0.083
NSGA-II-a 0.254 | 0.348 | 0.027 | 0.106 | 0.000 | 0.160 | 0.385 | 0.008 | 0.000 | 0.141 | 0.037 | 0.308 0.148
NSGA-II-b 0.212 | 0.247 | 0.049 | 0.063 | 0.000 | 0.000 | 0.337 | 0.019 | 0.000 | 0.031 | 0.052 | 0.269 0.107
NSGA-II-c 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.035 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.046 0.007
NSGA-II-d 0.496 | 0.497 | 0.222 | 0.358 | 0.251 | 0.238 | 0.498 | 0.000 | 0.000 | 0.339 | 0.000 | 0.497 0.283
SPEA-a 0.499 | 0517 | 0.236 | 0.369 | 0.275 | 0.262 | 0.507 | 0.006 | 0.000 | 0.432 | 0.018 | 0.506 0.302
SPEA-b 0.192 | 0.233 | 0.021 | 0.021 | 0.000 | 0.017 | 0.308 | 0.008 | 0.000 | 0.000 | 0.035 | 0.243 0.090
SPEA-c 0.499 | 0.499 | 0.223 | 0.385 | 0.251 | 0.238 | 0.514 | 0.016 | 0.002 | 0.340 | 0.000 | 0.512 0.290
SPEA-d 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.035 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 0.003

Promedio 0.221 | 0.254 | 0.069 | 0.127 | 0.076 | 0.092 | 0.279 | 0.014 | 0.004 | 0.128 | 0.022 | 0.253

Tabla 6.26. ZDT3: cobertura entre conjuntos calculados por MOEAs de segunda generacion.
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CNSGA-ll-a | FFGA-a | NPGA-a | NSGA-Il-a | NSGA-a | SPEA-a | Promedio
CNSGA-II-a 0.000000 1.000000 | 0.947368 | 0.167458 | 0.773463 | 0.271127 | 0.526569
FFGA-a 0.000000 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
NPGA-a 0.000000 0.660377 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.110063
NSGA-II-a 0.305263 1.000000 | 0.947368 0.000000 0.854369 | 0.337324 | 0.574054
NSGA-a 0.000000 1.000000 | 1.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.333333
SPEA-a 0.241228 1.000000 | 0.964912 0.151864 0.941748 | 0.000000 | 0.549959
Promedio 0.091082 0.776730 | 0.643275 | 0.053220 | 0.428263 | 0.101408
Tabla 6.27. ZDT3: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas a.
CNSGA-II-b | FFGA-b | NPGA-b | NSGA-II-b | NSGA-b | SPEA-b | Promedio
CNSGA-II-b 0.000000 0.980000 | 0.995122 0.149232 0.978328 | 0.328879 | 0.571927
FFGA-b 0.000000 0.000000 | 0.302439 0.000000 0.052632 | 0.000000 | 0.059178
NPGA-b 0.000000 0.820000 | 0.000000 0.000000 0.018576 | 0.000000 | 0.139763
NSGA-II-b 0.377111 0.980000 | 0.995122 0.000000 0.981424 | 0.409646 | 0.623884
NSGA-b 0.001251 0.860000 | 0.985366 0.001919 0.000000 | 0.001162 | 0.308283
SPEA-b 0.238899 0.980000 | 0.995122 0.141075 0.984520 | 0.000000 | 0.556603
Promedio 0.102877 0.770000 | 0.712195 0.048704 0.502580 | 0.123281
Tabla 6.28. ZDT3: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas b.
CNSGA-II-c | FFGA-c | NPGA-c | NSGA-IlI-c | NSGA-c | SPEA-c | Promedio
CNSGA-II-c 0.000000 0.909091 | 0.983051 0.178664 0.982927 | 0.299721 | 0.558909
FFGA-c 0.003112 0.000000 | 0.378531 0.002270 0.102439 | 0.001993 | 0.081391
NPGA-c 0.000889 0.745455 | 0.000000 0.000000 0.070732 | 0.000797 | 0.136312
NSGA-II-c 0.383281 0.872727 | 0.994350 0.000000 0.985366 | 0.390594 | 0.604386
NSGA-c 0.000889 0.763636 | 0.949153 0.000649 0.000000 | 0.000399 | 0.285788
SPEA-c 0.293908 0.890909 | 0.983051 0.184501 0.995122 | 0.000000 | 0.557915
Promedio 0.113680 0.696970 | 0.714689 0.061014 0.522764 | 0.115584
Tabla 6.29. ZDT3: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas c.
CNSGA-II-d | FFGA-d | NPGA-d | NSGA-1I-d | NSGA-d | SPEA-d | Promedio
CNSGA-II-d 0.000000 0.860465 | 0.977273 0.144297 0.987207 | 0.260726 | 0.538328
FFGA-d 0.002346 0.000000 | 0.636364 0.001832 0.061834 | 0.002100 | 0.117413
NPGA-d 0.000335 0.418605 | 0.000000 0.000229 0.070362 | 0.000600 | 0.081689
NSGA-I1I-d 0.459115 0.883721 | 0.984848 0.000000 0.989339 | 0.399040 | 0.619344
NSGA-d 0.001005 0.627907 | 0.909091 0.000687 0.000000 | 0.000600 | 0.256548
SPEA-d 0.381367 0.883721 | 0.977273 0.183463 0.991471 | 0.000000 | 0.569549
Promedio 0.140695 0.612403 | 0.747475 0.055085 0.516702 | 0.110511

Tabla 6.30. ZDT3: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas d.
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6.4.4. Resultados de los experimentos sobre la funcion ZDT4

La Tabla 6.32 presenta los valores de las métricas ONVG, ONVGR y N para los conjuntos solucion
propuestos como aproximaciones al conjunto solucion del problema ZDT4 por las distintas corridas de
las implementaciones de los algoritmos. La Tabla 6.33 presenta los resultados de las métricas Error,
GD, ME y Spacing. La Tabla 6.34 presenta los tiempos de ejecucion en segundos de las distintas
corridas para el problema ZDT4.

Por otro lado, la Tabla 6.35 presenta los resultados de la métrica cobertura comparando los con-
juntos de solucion proveidos en todas las corridas por las implementaciones de MOEASs de segunda
generacion utilizados. Finalmente, las tablas 6.36, 6.37, 6.38, 6.39 presentan los resultados de la apli-
cacion de la metrica cobertura entre los conjuntos propuestos por los distintos algoritmos en por las

corridas a, b, c y d. A partir de ellas se obtienen las siguientes conclusiones parciales:

= La Figura 6.7 presenta los resultados obtenidos para métrica ONVG por los distintos conjuntos
propuestos. Como puede verse, el conjunto de soluciones SPEA-d es el mayor de todos, en se-
gundo lugar se encuentra el CNSGA-II-d, seguido por el SPEA-c y el CNSGA-II-c. El quinto
lugar lo ocupa el NSGA-I1-d y el sexto lugar el SPEA-b. En el séptimo lugar se tiene al NSGA-d,
el primer conjunto solucién propuesto por una implementacion de MOEASs de primera genera-
cién que se ubica para esta métrica entre los valores obtenidos por los algoritmos elitistas. Note
ademas que los conjuntos NSGA-b y NSGA-a superan ambos, para esta métrica, a los conjuntos

CNSGA-11-a, CNSGA-II-b, NSGA-I1-a y NSGA-I1I-b.

= Ademas, el nimero de soluciones propuestas por las corridas de las implementaciones de los
distintos MOEAs en general aumenta conforme aumenta el nimero de procesos utilizados para

la busqueda de soluciones.

= Para la métrica ONVGR se mantiene el mismo orden en la clasificacion que el existente en la
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Figura 6.7. ZDT4: Resultado de la métrica ONVG para los distintos conjuntos.

métrica ONVG.

El numero de soluciones existentes en cada conjunto propuesto que son verdaderamente no-
dominadas se visualiza en la Figura 6.8. Comparando los resultados para las métricas ONVG y
N se puede verificar que, para el problema y los conjuntos analizados, en los primeros 8 lugares

existe una relacion directa entre la metrica N y ONVG.

La Tabla 6.31 presenta el valor de N para los conjuntos obtenidos por las implementaciones
paralelas de los algoritmos con relacion al conjunto correspondiente obtenido por la version
secuencial. Como puede notarse, cuando se utiliza un Gnico procesador, con excepcion de las
implementaciones del SPEA y el NPGA, se obtiene un mejor valor para N en los conjuntos
proveidos por las implementaciones puramente secuenciales. Al aumentar el nimero de proce-
sos a dos son los procesos que utilizan CNSGA-II los més beneficiados, incrementando en un

1190% el namero de soluciones correctas. Igualmente, cuando se utilizan cuatro procesos, el
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Figura 6.8. ZDT4: Resultado de la métrica N para los distintos conjuntos.

namero de soluciones correctas propuestas por el conjunto CNSGA-I1-d supera en 36 veces a

las del CNSGA-II-a.

= El nimero de soluciones, verdaderamente nodominadas, propuestas por las corridas paralelas b,
cyd, del NPGA son 3, 2,55, y 3 veces mas, respectivamente, que las propuestas por implemen-
taciones secuenciales. En la Tabla 6.34, puede verificarse que en promedio entre la corridaay b

del NPGA hay menos de 10 segundos de diferencia.

= Para los resultados obtenidos con los algoritmos de primera generacién, como en las compara-

ciones anteriores, los conjunto de soluciones propuestos por las distintas implementaciones del

CNSGA-II | NSGA-II SPEA NSGA NPGA FFGA
b/a | 0.617647 | 0.883333 | 1.090164 | 0.666667 3 0.5
c/a | 1191176 | 1.533333 | 4.393443 | 2.555556 | 2.555556 | 0.666667
dla | 36.67647 4.45 11.93443 | 14.11111 3 1.25

Tabla 6.31. ZDT4: Razén de N entre los conjuntos obtenidos por las corridas paralelas y la secuencial.
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NSGA-II son las que reportan el mayor nimero de soluciones. En segundo lugar se encuentran
las soluciones obtenidas por el NPGA. En cuanto a la cardinalidad del conjunto solucion, en el

altimo lugar se encuentran los conjuntos obtenidos por las implementaciones del FFGA.

Con respecto a la métrica error, note que los primeros tres lugares los ocupan conjuntos obtenidos
utilizando MOEASs de primera generacion. Estos proponen pocas soluciones, pero el porcentaje

de éstas que son realmente nodominadas es mayor.

En este problema, los tiempos promedios de ejecucion de las corridas que utilizan MOEAS de
primera generacion son, en general, menores que los requeridos por MOEAs de segunda ge-
neracion. Particularmente, las corridas que utilizan NPGA y FFGA requieren un menor tiempo
de ejecucidn que el requerido por cualquier otro MOEA. En el caso de las corridas paralelas
que utilizan NPGA, requiriendo un menor tiempo de ejecucion que la corrida b del CNSGA-II

obtiene un nimero mayor de soluciones nodominadas.

Para la métrica Cobertura, los conjuntos proporcionados por todas las corridas que utilizan el
CNSGA-II son los que, en promedio, tienen menos soluciones cubiertas. Siendo los conjuntos
obtenidos por las implementaciones que utilizan un Gnico proceso CNSGA-II las que cubren en

promedio mas soluciones.
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Posicion Conjunto ONVG Conjunto ONVGR Conjunto N

1 SPEA-d 3160 SPEA-d 0.669775 SPEA-d 1456
2 CNSGA-II-d | 2726 | CNSGA-II-d | 0.577787 | CNSGA-II-d | 1247
3 SPEA-c 1296 SPEA-c 0.274693 SPEA-c 536
4 CNSGA-II-c 920 CNSGA-II-c | 0.194998 | CNSGA-IlI-c | 405
5 NSGA-I1I-d 542 NSGA-1I-d | 0.114879 | NSGA-II-d 267
6 SPEA-b 390 SPEA-b 0.082662 SPEA-b 133
7 NSGA-d 362 NSGA-d 0.076727 NSGA-d 127
8 SPEA-a 296 SPEA-a 0.062738 SPEA-a 122
9 NSGA-b 250 NSGA-b 0.052989 | NSGA-II-c 92

10 NSGA-II-c 185 NSGA-II-c | 0.039212 | NSGA-II-a 60

11 NSGA-a 172 NSGA-a 0.036456 | NSGA-II-b 53

12 CNSGA-II-a 163 CNSGA-Il-a | 0.034549 | CNSGA-Il-a | 34
13 CNSGA-1I-b 126 CNSGA-1I-b | 0.026706 NPGA-b 27

14 NSGA-c 126 NSGA-c 0.026706 NPGA-d 27
15 NSGA-1I-b 122 NSGA-1I-b | 0.025858 NPGA-c 23
16 NSGA-II-a 120 NSGA-II-a | 0.025435 NSGA-c 23
17 NPGA-c 78 NPGA-c 0.016532 | CNSGA-II-b | 21
18 NPGA-b 74 NPGA-b 0.015685 FFGA-d 15
19 NPGA-a 44 NPGA-a 0.009326 FFGA-a 12
20 NPGA-d 39 NPGA-d 0.008266 NPGA-a 9
21 FFGA-c 33 FFGA-c 0.006994 NSGA-a 9
22 FFGA-a 24 FFGA-a 0.005087 FFGA-c 8
23 FFGA-b 23 FFGA-b 0.004875 FFGA-b 6
24 FFGA-d 22 FFGA-d 0.004663 NSGA-b 6

Tabla 6.32. ZDT4: Métricas ONVG, ONVGR y N aplicadas a los resultados de las corridas.

Posicion | Conjunto Error Conjunto GD Conjunto ME Conjunto | Spacing
1 NPGA-d 0.3077 NPGA-d 0.0160 | CNSGA-II-b 0.1751 CNSGA-II-d | 0.0135
2 FFGA-d 0.3182 | CNSGA-II-b | 0.0188 FFGA-b 0.1852 SPEA-d 0.0219
3 FFGA-a 0.5000 NSGA-c 0.0209 NSGA-c 0.2028 SPEA-c 0.0237
4 NSGA-II-a | 0.5000 FFGA-b 0.0395 NPGA-d 0.2857 CNSGA-II-c | 0.0238
5 NSGA-II-c | 0.5027 FFGA-d 0.3463 FFGA-a 35.0189 NSGA-II-d | 0.0336
6 NSGA-1I-d | 0.5074 FFGA-c 0.7999 FFGA-d 58.0086 SPEA-b 0.0368
7 SPEA-d 0.5392 NPGA-a 0.8240 FFGA-c 58.0116 NPGA-b 0.0398
8 CNSGA-1I-d | 0.5426 | CNSGA-Il-a | 0.8497 NPGA-a 73.0095 SPEA-a 0.0401
9 CNSGA-II-c | 0.5598 FFGA-a 0.8541 NPGA-b 110.0063 NSGA-d 0.0458

10 NSGA-II-b | 0.5656 | NSGA-Il-c | 0.8571 NPGA-c 116.0060 NSGA-b 0.0494
11 SPEA-c 0.5864 NSGA-a 0.8577 | NSGA-ll-a | 179.0039 | CNSGA-II-a | 0.0609
12 SPEA-a 0.5878 NPGA-b 0.8621 | NSGA-II-b | 182.0039 NPGA-c 0.0612
13 NPGA-b 0.6351 NPGA-c 0.8624 NSGA-a 259.0027 | CNSGA-II-b | 0.0634
14 NSGA-d 0.6492 | NSGA-ll-a | 0.8636 | CNSGA-Il-a | 274.0022 NSGA-c 0.0663
15 SPEA-b 0.6590 | NSGA-II-b | 0.8637 | NSGA-ll-c | 289.0024 NSGA-a 0.0721
16 NPGA-c 0.7051 SPEA-c 0.8649 NSGA-b 374.0019 | NSGA-Il-a | 0.0787
17 FFGA-b 0.7391 NSGA-b 0.8650 SPEA-a 443.0016 | NSGA-IlI-c | 0.0850
18 FFGA-c 0.7576 SPEA-a 0.8651 NSGA-d 542.0013 | NSGA-lI-b | 0.0859
19 CNSGA-II-a | 0.7914 NSGA-d 0.8652 SPEA-b 584.0012 FFGA-b 0.1229
20 NPGA-a 0.7955 SPEA-b 0.8653 | NSGA-II-d | 812.0009 FFGA-a 0.1279
21 NSGA-c 0.8175 | NSGA-II-d | 0.8655 | CNSGA-II-c | 1379.0005 NPGA-d 0.1415
22 CNSGA-II-b | 0.8333 | CNSGA-II-c | 0.8657 SPEA-c 1957.0004 NPGA-a 0.2353
23 NSGA-a 0.9477 | CNSGA-II-d | 0.8659 | CNSGA-II-d | 4088.0002 FFGA-c 0.2913
24 NSGA-b 0.9760 SPEA-d 0.8958 SPEA-d 5173.0000 FFGA-d 12.3976

Tabla 6.33. ZDT4: Métricas Error, GD, ME y Spacing aplicadas a los resultados de las corridas.
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Posicion Conjunto | Tiempo (Segundos)
1 NPGA-a 2143.800049
2 NPGA-c 2152.399902
3 FFGA-a 2339.000000
4 FFGA-c 2408.500000
5 NPGA-d 2412.100098
6 NSGA-a 2494.399902
7 FFGA-d 2559.800049
8 NPGA-b 3144.199951
9 FFGA-b 3465.100098
10 NSGA-b 3665.199951
11 CNSGA-II-a 3869.300049
12 NSGA-II-a 3974.100098
13 NSGA-c 4170.299805
14 NSGA-1I-b 4891.299805
15 NSGA-II-c 5061.799805
16 CNSGA-1I-b 5150.200195
17 NSGA-I1I-d 7192.500000
18 SPEA-a 8048.200195
19 SPEA-b 9424.599609
20 NSGA-d 13950.500000
21 SPEA-c 18704.400391
22 CNSGA-II-c 19143.400391
23 SPEA-d 88126.101562
24 CNSGA-II-d 105028.703125

Tabla 6.34. ZDT4: Tiempo promedio utilizado para obtener cada conjunto aproximacion.

Conjunto CNSGA-11 NSGA-11 SPEA Promedio
a b c d a b c d a b c d
CNSGA-Il-a | 0.000 | 0.159 | 0.050 | 0.039 | 0.333 | 0.369 | 0.243 | 0.166 | 0.081 | 0.092 | 0.074 | 0.000 0.134
CNSGA-1I-b | 0436 | 0.000 | 0.500 | 0.500 | 0.500 | 0.500 | 0.470 | 0.500 | 0.503 | 0.503 | 0.496 | 0.490 0.450
CNSGA-II-c | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.028 | 0.001 0.002
CNSGA-1I-d | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.016 0.001
NSGA-II-a 0.245 | 0.381 | 0.008 | 0.001 | 0.000 | 0.131 | 0.011 | 0.000 | 0.027 | 0.013 | 0.002 | 0.000 0.068
NSGA-II-b 0.294 | 0.397 | 0.008 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.022 | 0.002 | 0.024 | 0.026 | 0.003 | 0.000 0.065
NSGA-II-c 0.000 | 0.556 | 0.015 | 0.002 | 0.067 | 0.057 | 0.000 | 0.033 | 0.024 | 0.026 | 0.008 | 0.000 0.066
NSGA-II-d 0.000 | 0.000 | 0.017 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.016 | 0.000 0.003
SPEA-a 0.000 | 0.000 | 0.008 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.015 | 0.000 | 0.156 | 0.012 | 0.000 0.016
SPEA-b 0.000 | 0.000 | 0.007 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.011 | 0.000 | 0.000 | 0.015 | 0.000 0.003
SPEA-c 0.000 | 0.000 | 0.009 | 0.006 | 0.108 | 0.131 | 0.054 | 0.052 | 0.007 | 0.018 | 0.000 | 0.000 0.032
SPEA-d 0.006 | 0.040 | 0.050 | 0.041 | 0.333 | 0.369 | 0.243 | 0.166 | 0.078 | 0.090 | 0.079 | 0.000 0.125
Promedio 0.099 | 0.071 | 0.096 | 0.092 | 0.147 | 0.157 | 0.122 | 0.117 | 0.101 | 0.113 | 0.100 | 0.085

Tabla 6.35. ZDT4: cobertura entre conjuntos calculados por MOEAs de segunda generacion.
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CNSGA-ll-a | FFGA-a | NPGA-a | NSGA-Il-a | NSGA-a | SPEA-a | Promedio
CNSGA-II-a 0.000000 0.291667 | 0.363636 | 0.333333 | 0.267442 | 0.081081 | 0.222860
FFGA-a 0.000000 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
NPGA-a 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.041667 | 0.023256 | 0.000000 | 0.010820
NSGA-II-a 0.245399 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.750000 | 0.027027 | 0.170404
NSGA-a 0.006135 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.001022
SPEA-a 0.000000 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
Promedio 0.041922 0.048611 | 0.060606 | 0.062500 | 0.173450 | 0.018018
Tabla 6.36. ZDT4: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas a.
CNSGA-II-b | FFGA-b | NPGA-b | NSGA-II-b | NSGA-b | SPEA-b | Promedio
CNSGA-II-b 0.000000 0.304348 | 0.554054 0.500000 0.520000 | 0.502564 | 0.396828
FFGA-b 0.000000 0.000000 | 0.500000 0.500000 0.500000 | 0.500000 | 0.333333
NPGA-b 0.007937 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.002564 | 0.001750
NSGA-II-b 0.396825 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.704000 | 0.025641 | 0.187744
NSGA-b 0.015873 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.002564 | 0.003073
SPEA-b 0.000000 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
Promedio 0.070106 0.050725 | 0.175676 0.166667 0.287333 | 0.172222
Tabla 6.37. ZDT4: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas b.
CNSGA-II-c | FFGA-c | NPGA-c | NSGA-II-c | NSGA-c | SPEA-c | Promedio
CNSGA-II-c 0.000000 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.027778 | 0.004630
FFGA-c 0.023913 0.000000 | 0.320513 | 0.145946 | 0.015873 | 0.019290 | 0.087589
NPGA-c 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
NSGA-I1I-c 0.015217 0.000000 | 0.115385 0.000000 0.571429 | 0.007716 | 0.118291
NSGA-c 0.500000 0.363636 | 0.564103 0.470270 0.000000 | 0.496142 | 0.399025
SPEA-c 0.008696 0.000000 | 0.179487 0.054054 | 0.000000 | 0.000000 | 0.040373
Promedio 0.091304 0.060606 | 0.196581 | 0.111712 | 0.097884 | 0.091821
Tabla 6.38. ZDT4: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas c.
CNSGA-II-d | FFGA-d | NPGA-d | NSGA-II-d | NSGA-d | SPEA-d | Promedio
CNSGA-II-d 0.000000 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.016139 | 0.002690
FFGA-d 0.093544 0.000000 | 0.025641 0.228782 0.267956 | 0.080696 | 0.116103
NPGA-d 0.500367 0.045455 | 0.000000 0.500000 0.502762 | 0.490190 | 0.339796
NSGA-I11-d 0.002201 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.000316 | 0.000420
NSGA-d 0.000734 0.000000 | 0.000000 0.011070 0.000000 | 0.000000 | 0.001967
SPEA-d 0.041086 0.000000 | 0.025641 0.166052 0.226519 | 0.000000 | 0.076550
Promedio 0.106322 0.007576 | 0.008547 0.150984 0.166206 | 0.097890

Tabla 6.39. ZDT4: Cobertura entre los conjuntos calculados en las corridas d.
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6.5. Conclusiones experimentales

En este capitulo se ha presentado un conjunto de métricas utilizadas para medir el desempefio
de MOEAs [36, 86, 103]. Asi mismo, se han definido formalmente las funciones de prueba ZDT1 a
ZDT4 [99]. Para cada una de estas funciones, se han implementado versiones secuenciales y paralelas
de los MOEAs presentados en el Capitulo 4. Los resultados obtenidos por cada implementacion, para
cada problema considerado, han sido comparados en base a las métricas de desempefio presentadas.

A partir de los diferentes resultados expuestos y analizados se puede concluir que:

= No existe una unica medida para medir el desempefio de MOEAs, siendo la comparacion de
MOEAs un problema multiobjetivo. Sin embargo es posible concluir, a partir de los resultados
presentados, que el nimero de soluciones verdaderamente nodominadas (N) obtenidas por un

MOEA es, de las métricas consideradas, una de las mas significativas.

= Para determinar cual es, entre las implementaciones realizadas, la mejor de todas, la Tabla 6.40
presenta, para cada problema, un ordenamiento lexicografico de las mismas en base a dos obje-

tivos:

1. la clasificacion por nodominancia (ranking) considerando las métricas ONVG, ONVGR,

N, Error, GD, ME y Spacing de forma simultanea,

2. el valor de la métrica N.

Estos objetivos se han considerado pues son suficientes para establecer un orden completo sobre

los algoritmos de segunda generacién.

= Para simplificar el andlisis de los resultados, en la Tabla 6.41 se presenta la frecuencia en cada
posicion, del orden lexicogréfico antes descrito, de cada MOEA e implementacion consideran-
do los cuatro problemas. Asi se puede visualizar que en el primer lugar se encuentran dos
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implementaciones paralelas del SPEA y dos implementaciones paralelas del NSGA-11 y que
todas ellas corresponden a las corridas "d" donde se utilizan cuatro procesos. Ademas, en la
segunda posicidon se encuentran dos implementaciones del NSGA-II, una del CNSGA-II y una
del SPEA,; de éstas tres, corresponden a implementaciones que utilizan cuatro procesos y una
que utiliza dos. En consecuencia, se observa que el paralelismo tiene un doble efecto positivo:
por un lado, permitiria reducir los tiempos de ejecucion usando mas procesadores, y por el otro

mejora la calidad de las soluciones obtenidas.

De los resultados presentados en las Tablas 6.40 y 6.41 queda claro que existe una clara diferen-
cia entre el desempefio obtenido por las implementaciones de los MOEAs que utilizan elitismo
y los que no lo utilizan. Ademas, puede notarse el efecto positivo del paralelismo ya que las
implementaciones que utilizan un mayor numero de procesos son las que, en general, se encuen-
tran en las primeras posiciones, por lo que en general, se recomienda utilizar implementaciones

paralelas que implementan elitismo.

Entre las implementaciones de primera generacion son las del NSGA las que se encuentran

mejor posicionadas, pero en general, son superados por algoritmos de la segunda generacion.
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ZDT1 ZDT2 ZDT3 ZDT4

Conjunto Ranking | N Conjunto Ranking | N Conjunto Ranking | N Conjunto Ranking | N
NSGA-II-d 1 1 SPEA-d 1 1 NSGA-II-d 1 1 SPEA-d 1 1
SPEA-d 2 2 NSGA-II-d 1 2 NSGA-II-c 1 2 | CNSGA-II-d 1 2
NSGA-II-c 2 3 | CNSGA-II-d 1 3 SPEA-d 1 3 SPEA-C 1 3
CNSGA-II-d 3 4 SPEA-c 2 4 | CNSGA-II-d 1 4 | CNSGA-II-c 1 4
SPEA-C 4 5 NSGA-II-c 2 6 SPEA-c 1 5 NSGA-II-d 1 5
CNSGA-II-c 4 6 | CNSGA-Il-c 3 5 NSGA-I1-b 1 6 SPEA-b 1 6
SPEA-b 5 7 NSGA-I1-b 3 8 | CNSGA-II-c 1 7 NSGA-d 1 7
SPEA-a 5 8 NSGA-II-a 3 9 SPEA-a 1 9 SPEA-a 1 8
NSGA-II-b 5 9 SPEA-b 4 7 | CNSGA-II-b 1 10 NSGA-II-c 1 9
NSGA-II-a 5 10 | CNSGA-II-b 4 10 NSGA-d 1 13 NSGA-II-a 1 10
CNSGA-II-b 6 11 SPEA-a 4 11 FFGA-a 1 21 | NSGA-II-b 1 11
CNSGA-II-a 6 12 FFGA-c 4 13 NSGA-II-a 2 8 | CNSGA-Il-a 1 12
NSGA-d 7 13 | CNSGA-II-a 5 12 SPEA-b 2 11 NPGA-d 1 13
FFGA-d 7 14 FFGA-d 6 13 | CNSGA-II-a 2 12 NPGA-b 1 13
NSGA-a 7 16 NSGA-c 6 14 NSGA-c 3 14 NPGA-c 1 14
NSGA-c 8 14 NSGA-d 6 15 NSGA-b 3 15 NSGA-c 1 14
FFGA-c 8 15 FFGA-b 6 16 NSGA-a 3 16 | CNSGA-II-b 1 15
NSGA-b 9 15 NSGA-b 7 15 NPGA-b 3 19 FFGA-a 1 17
NPGA-d 10 16 NSGA-a 7 16 FFGA-d 3 20 NPGA-a 1 18
NPGA-c 11 16 NPGA-d 7 16 FFGA-c 3 24 NSGA-a 1 18
FFGA-b 11 16 NPGA-c 7 16 NPGA-d 4 17 FFGA-c 1 19
NPGA-b 11 16 NPGA-b 8 16 NPGA-c 4 18 FFGA-b 1 20
NPGA-a 11 16 NPGA-a 8 17 NPGA-a 4 22 NSGA-b 1 20
FFGA-a 12 16 FFGA-a 9 17 FFGA-b 4 23 FFGA-d 2 16

Tabla 6.40. Orden lexicografico de los MOEAs para cada problema.
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Tabla 6.41. Frecuencia de los MOEASs en cada posicién para cada problema.
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Capitulo 7

Comparacion de pMOEAs aplicados al
Problema de la Programacion Optima de

Estaciones de Bombeo de Agua

Los sistemas de distribucion de agua son piezas claves de la infraestructura urbana e indispensables
para el desarrollo econdémico sustentable. El crecimiento constante de la demanda hace que estos sis-
temas se vuelvan grandes y complejos por lo que a fin de minimizar el costo operativo de los mismos
es necesario analizarlo en base a sus componentes principales. Las estaciones de bombeo de agua
son componentes fundamentales de estos sistemas. La programacién optima de las bombas que las
componen ha probado ser un método préactico y efectivo para reducir los costos operativos sin modi-
ficar la infraestructura existente, asegurando la provision de agua incluso en situaciones de demanda
alta. De acuerdo al numero de variables y objetivos considerados, el problema de optimizacién de
la programacion de bombas se vuelve complejo, especialmente en sistemas grandes. Por la relevan-
cia del problema, varios autores lo han estudiado proponiendo distintos enfoques para su resolucion

[59, 61, 65, 75, 78, 80, 92].
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Tipicamente, una estacion de bombeo estd compuesta por un conjunto de bombas de diferente ca-
pacidad, las cuales son utilizadas para bombear agua a uno o mas reservorios. Estas trabajan de forma
combinada para bombear la cantidad de agua necesaria. Al hacerlo se deben cumplir de forma ade-
cuada con ciertas restricciones hidraulicas y técnicas, tales como el nivel maximo en el reservorio y la
potencia de las bombas. En un instante en particular, algunas bombas estan trabajando mientras otras
no. En este contexto, programar o planificar la operacion de las bombas significa: elegir de forma
adecuada la combinacioén correcta de bombas que se utilizaran en cada intervalo de tiempo del hori-
zonte de planificacion [61]. Entonces, una programacion 6ptima de bombas establece la combinacion
de bombas ha utilizar en cada intervalo de tiempo del horizonte de planificacion que, satisfaciendo las
restricciones del problema, optimiza los objetivos establecidos [61].

Al principio, se utilizé programacién lineal, no lineal, dindmica, mixta, entre otras para la opti-
mizacién de un unico objetivo: el costo de la energia eléctrica. Una revision completa de estos traba-
jos puede encontrarse en [65]. Las no-linealidades del sistema fisico, las restricciones de los recursos,
las restricciones operacionales y el tamafio del espacio de busqueda hacen que, incluso considerando
los objetivos de forma independiente, el problema de la programacion optima de bombas (PPOB) sea
computacionalmente intratable utilizando métodos tradicionales de investigacion de operaciones. Por
lo tanto, se han desarrollado algunas técnicas de aproximacion para encararlo. Asi, en [61] se presen-
ta un algoritmo genético para la optimizacion del costo de la energia eléctrica. Ademas, en [75] se
propone la hibridizacién de los GAs con un método de bdsqueda local para la optimizacion de dos
objetivos (costo de energia eléctrica y costo de mantenimiento de bombas). Por otra parte, en [78] se
presenta un algoritmo genético simple utilizando GAs considerando las restricciones del sistema es-
tableciendo penalidades. Todos los métodos evolutivos anteriormente citados utilizan modificaciones
del algoritmo genético simple presentado en [50].

Los algoritmos evolutivos han probado ser herramientas Gtiles para la resolucion de problemas
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Figura 7.1. Sistema de distribucion de agua bésico.

de programacion de bombas considerando un Unico objetivo [61, 75, 78]. Consecuentemente, en [80]
se propone la utilizacién de MOEAs para la resolucién de un problema de programacion 6ptima de
bombas considerando cuatro objetivos de forma simultanea y la utilizacion de un algoritmo heuristico
para manejar las restricciones del problema planteado.

Los objetivos considerados en [80] son: costo de la energia eléctrica, costo de mantenimiento, pi-
co méximo de potencia y nivel de variacion en el reservorio. Posteriormente, en [92] se presentan y
comparan distintos MOEASs para la optimizacion del problema considerado en [80]. Si bien los resul-
tados obtenidos con los MOEAs secuenciales son aceptables, para aplicaciones reales, es necesario
un incremento en la eficiencia y la eficacia. Para obtener este incremento, en [91] se propone el uso
y desarrollo de pMOEAs y se presentan y comparan los resultados obtenidos al utilizar diferentes
PMOEASs para enfrentar el problema multiobjetivo de programacion dptima de estaciones de bombeo
planteado en [80]. En el presente trabajo se propone la resolucion del problema considerado utilizando

un modelo de paralelizacién distinto al presentado en [91]. El objetivo es contrastar la calidad del con-
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junto aproximacion calculado utilizando implementaciones paralelas de MOEAs conforme al modelo

de paralelizacion presentado en la Seccion 5.2, con respecto a las versiones secuenciales.

7.1. Definicion del problema

7.1.1. Modelo hidraulico

En [92] se presenta un analisis exhaustivo del problema de la programacion de bombeo. En la
presente seccidn, se sefialan algunas de las consideraciones mas importantes a partir de las cuales se

desarroll6 la formulacién matematica del problema y son:

= Considerar un modelo hidraulico simplificado, basado en la estacion de bombeo principal de

Asuncion y con la demanda de agua como Unico dato externo al modelo.
= El modelo utilizado es similar al utilizado en [75] y esta compuesto de:

¢ una fuente de agua inagotable: el reservorio de agua potable,

e una estacion de agua potable compuesta por ny, bombas utilizadas para bombear agua desde

la fuente de agua hasta un reservorio elevado,

e una tuberia principal es utilizada para llevar agua desde la estacion de bombeo hasta el

reservorio elevado, y

e un reservorio elevado, el cual provee agua a la comunidad.
El modelo hidraulico utilizando 5 bombas se presenta en la Figura 7.2.

= Se puede suponer que la fuente proporciona toda el agua que sea necesaria en cualquier momen-
to y sin costos adicionales; asi como que las condiciones de presion maxima y minima en las

tuberias son satisfechas cualquiera sea el nivel en el tanque.
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Figura 7.2. Modelo utilizado con 5 bombas.

= La estacion de bombeo posee n, bombas centrifugas de distintas velocidades, cada una de ellas
con velocidad constante, trabajando de forma asociada. Las capacidades de las bombas se supo-
nen constantes en cada intervalo de tiempo. Por tanto, para cada intervalo de una hora, cada
combinacion de bombas tiene valores de descarga, consumo de energia eléctrica y potencia fijos.
De esta manera, las no-linealidades en la combinacion de las bombas se consideran utilizando

una tabla con las caracteristicas de cada combinacion de bombas (ver Tabla 7.1).

= Por ser la practica usual, es conveniente considerar un periodo de optimizacion de un dia, divi-

dido en 24 intervalos de 1 hora.

= Se debe definir un modelo matematico del problema que contemple simultaneamente: el costo
de la energia eléctrica consumida, el costo de mantenimiento de las bombas, la diferencia de
nivel en el reservorio entre el inicio y final del periodo de optimizacion y la potencia maxima

alcanzada.

= El costo de la energia eléctrica consumida debe considerar la estructura tarifaria ya que los costos

de consumo de energia eléctrica se reducen si la programacion de bombeo 6ptima establece la
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Figura 7.3. Representacion de una programacion 6ptima.

menor cantidad posible de bombas encendidas en el horario de tarifa elevada.

= Para estimar el costo de mantenimiento de las bombas es frecuente utilizar el nimero de encen-

didos [59]. La estimacion debe considerar posibles encendidos entre el dia anterior y el actual,

de forma a facilitar el uso periddico de la programacion.

= Los niveles de agua méximo y minimo en el reservorio deben ser considerados como restric-

7.1.2.

ciones del modelo.

Representacion

Para representar la programacion de las bombas, se utiliza una codificacion binaria. En cada in-

tervalo de tiempo, se utiliza un bit para indicar si una bomba se encuentra trabajando o no. Un cero

representa una bomba que no se encuentra trabajando, mientras que un uno representa una bomba que

se encuentra encendida. Se considera un periodo de optimizacién de un dia dividido en 24 intervalos de

una hora. Entonces, para este modelo, las bombas sélo pueden ser encendidas o apagadas al comien-

zo de cada intervalo de tiempo. La Figura 7.3 presenta el modelo de representacion considerando 5

bombas y 24 intervalos de una hora.
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7.1.3. Formulacion matematica de los objetivos del problema

A fin de definir el problema de programacion 6ptima de bombas multiobjetivo, en las siguientes sec-
ciones se presentan los distintos objetivos de optimizacion, luego se presenta una definicion formal

del problema en el contexto de optimizacion multiobjetivo.

7.1.3.1. Costo de la energia eléctrica (Ec)

El costo de la energia eléctrica significa el costo total debido al consumo de energia eléctrica por parte
de todas las bombas que componen la estacion de bombeo y que son utilizadas durante el periodo de
optimizacién considerado [61, 75].

Cuando se analiza el costo por consumo de energia eléctrica, la estructura tarifaria de la compafiia
eléctrica es una cuestion importante. Generalmente, el costo de la energia eléctrica no es el mismo
durante todo el dia. De echo, existen horas de mayor demanda de electricidad, como horas de menor
demanda. Por tanto, el costo de la energia eléctrica varia. Este trabajo considera la siguiente estructura

tarifaria:

= Una tarifa reducida (C;): la cual va desde las 0 : 00 hasta las 17 : 00 horas, y luego desde las

22 : 00 hasta las 24 : 00 horas.
= Una tarifa elevada (Cy): desde las 17 : 00 hasta las 22 : 00 horas.

La influencia de esta estructura de tarifacién variable en el calendarizado de las bombas es sustancial.
El costo de la energia eléctrica puede ser drasticamente reducido si la programacion éptima de las
bombas establece el nimero menor de bombas, o las bombas con un menor consumo, trabajando du-
rante el periodo de tarifa alta. De esta forma, el agua almacenada en los reservorios puede ser utilizada

durante este periodo de tiempo para proveer agua a la comunidad. La ecuacién 7.1 proporciona la
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expresion matematica del costo de la energia eléctrica Ec.
22 24

17
Ec=Ci ) c(pt) +Cn Z c(p) +Ci Z c(pt) (7.1)
t=1 t=18 t=23

donde
t . intervalo de tiempo considerado
p: : combinacién de bombas en el intervalo t (p; € {0,1}™)
Ny : numero de bombas en la estacion

c(pe) : energia eléctrica utilizada por la combinacion de bombas p; en el intervalo de tiempo t.
7.1.3.2. Costo del mantenimiento de las bombas (Ns)

El costo de mantenimiento de las bombas puede ser tan importante, e incluso mayor, que el costo de
la energia eléctrica. En Lansey et al. [59] se propone el concepto del nimero de encendidos como una
forma alternativa de medir el costo de mantenimiento de las bombas. En otras palabras, el tiempo de
vida util de una bomba puede ser medido de forma indirecta a partir del nimero de veces que ésta ha
sido encendida.

Se considera que una bomba se enciende en un intervalo dado t si ha estado apagada en el intervalo
t — 1. Esto es, no se considera como encendido el que una bomba que ya ha estado trabajando en el
intervalo anterior continte encendida en el intervalo siguiente. EI nimero total de encendidos N es
calculado de forma simple contabilizando el numero de encendidos de las bombas en cada intervalo
de tiempo como se muestra en la Ecuacion 7.2. En esta ecuacion, el niumero de encendidos entre
el dltimo intervalo de tiempo del periodo de optimizacion precedente (el dia anterior) y el primer

intervalo del dia analizado, también es computado. Sin embargo, solo la mitad de tal cantidad es
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agregada, suponiendo que existe cierta periodicidad entre programaciones consecutivas.

24 max{0: p1 —
NS:Z|max{o;<pt—pt_1)}|+’ { ';1 P24} (7.2)
t=

7.1.3.3. Variacion del nivel en el reservorio (Ah)

Existen diferentes niveles a considerar en el reservorio:

= Un nivel minimo: el cual garantiza la presion suficiente en la tuberia. Este nivel también debe
mantenerse por razones de seguridad, puesto que eventos inesperados, como un incendio, pueden

consumir grandes cantidades de agua en un intervalo de tiempo pequefio.

= Un nivel maximo: el cual no puede ser excedido a fin de evitar pérdidas en la tuberia. Este nivel

también debe ser compatible con las dimensiones del reservorio.

= Un nivel inicial: el cual debe ser recuperado al final del periodo de optimizacion a fin de man-
tener una programacién periddica si las condiciones en dias consecutivos no cambian de forma

sustancial.

La variacion de nivel entre el comienzo y el final del periodo de optimizacion Ah, se propone
como un objetivo, el cual debe ser minimizado como se muestra en la ecuacién 7.3. Sin embargo, los
niveles méximos y minimos deben ser considerados como restricciones. Asi, al final de cada intervalo
de tiempo, el nivel de agua debe estar entre el nivel maximo hpyax y el nivel minimo hyy, como se

plantea en la Ecuacién 7.4.

_ hi—1+ [D(pt) — dy]

(7.4)
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sujeto a
ht < hmax
ht > hmin
donde
S : superficie del reservorio, asumida constante
D(p:) : agua bombeada en el intervalo t utilizando la combinacion de bombas p

d; : demanda de agua en el intervalo de tiempo t.

7.1.3.4. Pico maximo de potencia (Pmax)

Algunas compafiias de electricidad cobran a sus clientes principales de acuerdo a una potencia reserva-
da. Esta potencia reservada tiene un precio fijo, pero un costo adicional elevado o penalidad, se agrega
si se excede la potencia contratada. La penalidad se computa utilizando el pico maximo de potencia
alcanzado durante el tiempo considerado para la facturacién. Por tanto, reducir tal penalidad es muy
importante. Este trabajo encara éste problema considerando el pico maximo de potencia diario P yax

como otro objetivo a minimizar. Este es computado facilmente utilizando la ecuacion 7.5.

Pmax = max[P(p:)] (7.5)

donde:

P(pt) : potencia en el intervalo de tiempo t utilizando la combinacion de bombas p.
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7.1.4. Problema de optimizacion de bombas multiobjetivo

Con cada uno de los cuatro objetivos considerados definidos formalmente, el problema de opti-

mizacién multiobjetivo de la programacion de bombeo puede definirse como:

Minimizary = F(x) = (f1(x), f2(x), f3(x), fa(X)) (7.6)
sujeto a
ht = h(X¢) < hmax
hy = h(x¢) > hmin , para cada intervalo t
he: nivel en el reservorio al final del intervalo t (ver Ecuacion 7.4)
donde:
f1 : costo de la energia eléctrica utilizada (ver Ecuacion 7.1)
fo : nimero de encendidos de las bombas (ver Ecuacion 7.2)
f3 : costo de la energia eléctrica consumida (ver Ecuacion 7.3)
f4 : pico méximo de potencia (ver Ecuacién 7.5)
X € X C B?*n gs el vector de decisién, B € {0,1}

y = (Y1,Y2,¥3,Y4) € 9 C R* es el vector objetivo
7.1.5. Datos necesarios para la resolucion del problema

Las caracteristicas del modelo utilizado en éste trabajo estan basados en la estacion principal de

bombeo de agua potable de Asuncion, como se describe:

= El sistema cuenta con un conjunto de b, = 5 bombas cuyas caracteristicas técnicas se presentan

en la Tabla 7.1.

= Se considera un reservorio elevado con las siguientes dimensiones:
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Combinacion | Cddigo | Caudal | Potencia Combinacion | Codigo | Caudal | Potencia

de bombas [ms/h] [kW] de bombas [ms/h] [kW]
0 0 0 0 16 10000 1800 595
1 1 1800 595 17 10001 3600 1190
2 10 828 260 18 10010 2620 855
3 11 2600 855 19 10011 4420 1450
4 100 828 260 20 10100 2620 855
5 101 2600 855 21 10101 4420 1450
6 110 1650 520 22 10110 3450 1115
7 111 3450 1115 23 10111 5250 1710
8 1000 1440 445 24 11000 3235 1040
9 1001 3235 1040 25 11001 5035 1635
10 1010 2260 705 26 11010 4060 1300
11 1011 4060 1300 27 11011 5860 1895
12 1100 2260 705 28 11100 4060 1300
13 1101 4060 1300 29 11101 5860 1895
14 1110 3090 965 30 11110 4890 1560
15 1111 4890 1560 31 11111 6690 2155

Tabla 7.1. Caracteristicas técnicas de las combinaciones de bombas utilizadas.

Area 2600 metros?,

® hmax = 7 metros,

hmin = 1 metros,

hinicia = 3 metros,

Volumen 15600 metros3.

= La curva de demanda utilizada se muestra en la Figura 7.4.

= Una estructura tarifaria con Cy = 2C,_ es asumida.

7.2. Descripcion de los experimentos

Para la resolucion del problema de optimizacion de bombas se han utilizado implementaciones
secuenciales y paralelas de los MOEAs presentados en el Capitulo 4. Las implementaciones paralelas
se han realizado siguiendo el modelo propuesto en la Seccién 5. El entorno paralelo utilizado fue

presentado en la Tabla 6.1.
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Figura 7.4. Curva de demanda utilizada.

Como en experimentos anteriores del Capitulo 6, se llevaron a cabo 10 ejecuciones distintas para
cada una de las implementaciones secuenciales de los algoritmos utilizados. Los parametros presen-
tados en la tabla 6.2 fueron también utilizados en este problema. Ademas, se llevaron a cabo 10 eje-
cuciones paralelas utilizando 1, 2, 4, 8 y 16 procesos MOEAs. Los resultados de las distintas eje-
cuciones, con nimero de procesos distinto, se agruparon obteniendo un conjunto de nodominados
para cada corrida. Se utilizé la misma notacion de comparaciones del Capitulo 6 para identificar los
distintos conjuntos propuestos y las corridas con 8 y 16 procesos se nombraron como corridasey fre-
spectivamente. En las distintas corridas paralelas, se utilizaron para controlar la migracion los mismos

parametros presentados en la Tabla 6.3.

7.3. Resultados experimentales y analisis

Los resultados de las métricas utilizadas, sobre los conjuntos propuestos para la resolucion del proble-
ma de la programacién 6ptima de bombas por las distintas corridas de los algoritmos implementados,
se presentan en formato tabular al final de la presente seccion. La Tabla 7.3 presenta los valores de las

métricas ONVG, ONVGR y N. En la Tabla 7.2 se presentan los resultados de las métricas Error, GD,
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ME y Spacing. En la Tabla 7.4 se presentan los tiempos promedio de ejecucién, medidos en segundos,
de las distintas corridas.

Ademas, las tablas 7.5, 7.6, 7.7, 7.8, 7.9 y 7.10 presentan informacién sobre la cobertura de los
conjuntos propuestos considerando cada corrida de forma separada. Finalizando, las tablas 7.11y 7.12
presentan un resumen estadistico de las métricas ONVG y N sobre los conjuntos solucion propuestos
por cada ejecucion de las implementaciones de MOEAs de segunda generacion, agrupados por cada
corrida. Ademas, la Tabla 7.13 presenta un resumen estadistico de los tiempos.

A partir de los resultados presentados en las distintas tablas, se obtienen las siguientes conclusiones

parciales:

= LaFigura 7.5 ilustra los distintos valores de la métrica ONVG para cada conjunto solucion con-
siderado. Estos valores se corresponden con los presentados en la tabla 7.3. Como puede verse,
los conjuntos propuestos por implementaciones paralelas del NSGA obtienen altos valores para
esta métrica. Es mas, de los cinco primeros lugares tres estan ocupados por conjuntos obtenidos
con implementaciones de este algoritmo, compitiendo directamente contra el SPEA. Note sin
embargo, que el conjunto NSGA-a ocupa una lejana posicion 32. Quedando claro el efecto del
paralelismo para la métrica considerada y este algoritmo. En general, al aumentar el nimero de

procesadores el valor de esta métrica ha aumentado.

= Paralamétrica ONVGR, los primeros lugares son para los conjuntos NSGA-e y NSGA-f. Si bien
el valor mayor lo obtiene el conjunto NSGA-f, el primer lugar para esta métrica esta ocupado por
el NSGA-e puesto que es el que tiene un valor méas cercano a uno, esto es, el conjunto NSGA-e
tiene un namero de soluciones mas cercano al existente en PFue. El echo que los conjuntos
NSGA-e y NSGA-f obtengan un valor mayor a uno indica que proponen mas soluciones que las
existentes en el conjunto PR, ye. Como PRy e Se forma a partir de las soluciones nodominadas
considerando todos los conjuntos obtenidos, un valor mayor a 1 para NSGA-f y NSGA-e indica
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Figura 7.5. Resultado de la métrica ONVG para los distintos conjuntos propuestos.

que existen soluciones en estos conjuntos que no pertenecen a PFye.

La Figura 7.6 presenta los resultados obtenidos para la métrica N para los conjuntos calcula-
dos por cada corrida. Como puede notarse, si bien las implementaciones de los algoritmos de
primera generacién fueron capaces de proponer un gran nimero de soluciones, ninguna de ellas

forma parte del frente de no dominados.

El conjunto SPEA-f es el que mas soluciones verdaderamente nodominadas posee. Sin embargo,
la corrida secuencial del SPEA es la que menos soluciones propone. Los resultados obtenidos
tanto por el CNSGA-II como el NSGA-II se demuestran muy competitivos con relacion a la

métrica N. Incluso, los obtenidos por las implementaciones con un unico proceso de busqueda.

En cuanto al Error, son los conjuntos NSGA-I1-e y NSGA-II-d los mejores. En esta métrica, los
algoritmos de primera generacion, al no proponer ninguna solucion verdaderamente nodomina-

da, obtienen todos un valor de uno.
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Figura 7.6. Resultado de la métrica N para los distintos conjuntos propuestos.

= Con respecto a las métricas GD, ME y Spacing, los resultados obtenidos por las distintas métri-
cas indican claramente la superioridad de los algoritmos que utilizan elitismo para la obtencion

de un gran nimero de soluciones verdaderamente no dominadas.

= Para la métrica Spacing, se puede notar la primacia de las implementaciones basadas en NSGA-
I1'y CNSGA-II con relacion a las implementaciones del SPEA. Esta situacion, aunque en menor

medida, también se cumple para la métrica ME.

= Con respecto al tiempo, la tabla 7.4 presenta los tiempos promedio, medidos en segundos. Como
puede visualizarse, los conjuntos solucion calculados por implementaciones del SPEA son los
que mas tiempo requieren para su culminacion. Entre estos también se encuentra el conjunto

NSGA-f, el cual segun la Tabla 7.3 halla un elevado nimero de soluciones.

A partir de las conclusiones anteriores, queda claro que los conjuntos solucion propuestos por los

MOEAs de segunda generacion son considerablemente mejores que los de primera generacion, en
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particular teniendo en cuenta la generacion de vectores realmente nodominados. Por ello, en este
punto se ha considerado oportuno explorar la manera en que cada conjunto solucién calculado por
cada corrida de las implementaciones del NSGA-1I, CNSGA-I1 y SPEA es obtenido. A tal efecto, se
considera la aplicacion de las métricas ONVG y N sobre los conjuntos obtenidos por cada ejecucion
gue compone una corrida.

En las tablas 7.11, 7.12, ubicadas al final de la seccion, se presentan los valores promedio, la
mediana, el minimo, el maximo y la desviacion estandar para las métricas ONVG y N sobre los
conjuntos propuestos por las 10 ejecuciones que se llevaron a cabo con cada MOEA de segunda
generacion. Del mismo modo, en la Tabla 7.13 se presentan estos valores considerando los tiempos de

ejecucidn. Asi, se obtienen las siguientes conclusiones:

= La Figura 7.7 ilustra los valores promedio de N considerando las distintas ejecuciones que con-
forman cada corrida. A partir del mismo notamos que las ejecuciones paralelas, en promedio,
obtienen un numero mayor de soluciones verdaderamente nodominadas con relacién a las se-
cuenciales. Es mas, en general, este nimero aumenta conforme aumenta el nimero de elementos

de proceso.

= Ademas, se consigue visualizar que en promedio las ejecuciones del NSGA-II y CNSGA-II
respectivamente son mejores que las del SPEA. Sin embargo, de acuerdo con la Tabla 7.3 y
la Figura 7.6, considerando la corrida completa, la corrida de la implementacién paralela del
SPEA con 16 procesos es la que mas soluciones realmente nodominadas reporta. Esto indica
que, utilizando 16 elementos de proceso, existe una cierta ventaja a favor del SPEA con relacion
a la variedad de soluciones proveidas por ejecuciones diferentes con relacion a al NSGA-II y

CNSGA-II.

= En la Tabla 7.12, se puede notar que para los algoritmos analizados, los valores méximos y
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Figura 7.7. Promedio de soluciones realmente nodominadas encontradas en cada corrida.

minimos del nimero de soluciones nodominadas calculadas por las implementaciones paralelas
son mayores 0 iguales que los valores correspondientes a las implementaciones secuenciales.

En general, estos valores crecen conforme aumenta el numero de elementos de proceso.

= En todas las ejecuciones con mas de un proceso NSGA-Il o CNSGA-II se han obtenido ele-
mentos verdaderamente nodominados. Esto no ocurre para las implementaciones paralelas del

SPEA.

= En la Tabla 7.4, se pudo visualizar que entre los conjuntos solucién propuestos por los algorit-
mos de segunda generacion, son los obtenidos utilizando SPEA los que mas tiempo han requeri-
do. Analizando los valores minimos y maximos para los tiempos de cada ejecucion, se puede
determinar ademas que el minimo tiempo requerido por una ejecucion cualquiera del SPEA
es superior al maximo tiempo empleado por cualquier otra implementacion tanto del NSGA-II

como del CNSGA-II.

= EnlaFigura 7.8, se visualiza como el tiempo promedio de ejecucion aumenta conforme aumenta
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Figura 7.8. Tiempo promedio de ejecucién con relacion a las corridas realizadas.

el nimero de procesos utilizados en la busqueda. Note que tanto para el NSGA-II como para el
CNSGA-II, los tiempos de ejecucion apenas sufren un incremento. Mientras que en el caso del

SPEA, el incremento es mayor.

En las Figuras 7.9 y 7.10, se presentan los tiempos promedios de ejecucion con respecto al
namero de soluciones propuestas (ONVG) y al numero promedio de éstas que verdaderamente
son nodominadas. Puede notarse que estos tiempos estan aumentan conforme aumenta el nimero
de soluciones manejadas. Note que, en general, las implementaciones paralelas en promedio son
capaces de obtener un nimero mayor de soluciones verdaderamente no dominadas mientras se

mantiene un tiempo de ejecucion comparable al de corridas secuenciales.
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Posicion Conjunto Error Conjunto GD Conjunto ME Conjunto Spacing
1 NSGA-Il-e | 0.3425 | NSGA-ll-e | 0.0036 | NSGA-Il-c | 0.0872 | NSGA-II-c 0.0174
2 NSGA-1I-d | 0.3646 | NSGA-II-f | 0.0039 | CNSGA-II-f | 0.1036 | CNSGA-II-f | 0.0179
3 SPEA-f 0.4076 | NSGA-II-d | 0.0040 | CNSGA-II-c | 0.1077 | NSGA-II-d 0.0195
4 CNSGA-II-f | 0.4307 | CNSGA-II-f | 0.0042 | NSGA-II-f | 0.1133 | NSGA-II-f 0.0198
5 NSGA-II-f | 0.4314 SPEA-f 0.0043 | NSGA-Il-a | 0.1220 | CNSGA-II-d | 0.0205
6 CNSGA-Il-e | 0.4680 | NSGA-Il-c | 0.0045 | NSGA-II-b | 0.1292 | NSGA-ll-a | 0.0224
7 NSGA-II-c | 0.4735 | CNSGA-II-e | 0.0048 SPEA-b 0.1337 | NSGA-II-e 0.0231
8 CNSGA-Il-c | 0.5085 | CNSGA-II-c | 0.0051 SPEA-a 0.1407 | NSGA-II-b 0.0234
9 NSGA-1I-b | 0.5523 | CNSGA-II-d | 0.0053 SPEA-f 0.1408 | CNSGA-II-c | 0.0237
10 NSGA-IlI-a | 0.5710 | NSGA-II-b | 0.0054 SPEA-e 0.1445 | CNSGA-Il-e | 0.0249
11 SPEA-c 0.5749 | NSGA-Il-a | 0.0055 | NSGA-II-d | 0.1450 | CNSGA-II-b | 0.0252
12 CNSGA-II-d | 0.5761 SPEA-c 0.0057 | CNSGA-II-d | 0.1476 SPEA-c 0.0254
13 CNSGA-ll-a | 0.6122 SPEA-e 0.0062 | NSGA-ll-e | 0.1504 SPEA-e 0.0271
14 SPEA-d 0.6285 SPEA-d 0.0065 SPEA-c 0.1685 SPEA-f 0.0280
15 CNSGA-II-b | 0.6407 | CNSGA-Il-a | 0.0066 | CNSGA-Il-a | 0.1824 SPEA-a 0.0282
16 SPEA-e 0.6610 | CNSGA-II-b | 0.0068 | CNSGA-II-b | 0.1824 SPEA-b 0.0286
17 SPEA-a 0.8367 SPEA-b 0.0083 | CNSGA-Il-e | 0.1920 | CNSGA-Il-a | 0.0295
18 SPEA-b 0.8400 SPEA-a 0.0084 SPEA-d 0.2272 NSGA-e 0.0305
19 FFGA-a 1.0000 NSGA-f 0.0213 NPGA-c 0.4758 NSGA-f 0.0327
20 NPGA-a 1.0000 NSGA-e 0.0235 NPGA-e 0.4786 NPGA-e 0.0329
21 NSGA-a 1.0000 NSGA-d 0.0259 FFGA-f 0.5454 SPEA-d 0.0341
22 FFGA-b 1.0000 NPGA-f 0.0264 NPGA-f 0.5609 NPGA-f 0.0344
23 NPGA-b 1.0000 NPGA-e 0.0288 NPGA-a 0.5736 NSGA-d 0.0345
24 NSGA-b 1.0000 NPGA-d 0.0303 NSGA-d 0.5819 NSGA-c 0.0370
25 FFGA-c 1.0000 NSGA-c 0.0308 NSGA-c 0.5911 FFGA-f 0.0383
26 NPGA-c 1.0000 NSGA-b 0.0333 NPGA-d 0.5926 NSGA-b 0.0417
27 NSGA-c 1.0000 FFGA-f 0.0353 FFGA-e 0.5958 NPGA-a 0.0422
28 FFGA-d 1.0000 FFGA-e 0.0358 NSGA-a 0.5989 NPGA-d 0.0426
29 NPGA-d 1.0000 FFGA-d 0.0380 NPGA-b 0.6054 NPGA-b 0.0451
30 NSGA-d 1.0000 NPGA-c 0.0384 NSGA-f 0.6374 FFGA-e 0.0468
31 FFGA-e 1.0000 NPGA-a 0.0429 NSGA-b 0.6477 FFGA-c 0.0486
32 NPGA-e 1.0000 NPGA-b 0.0441 NSGA-e 0.6556 NSGA-a 0.0490
33 NSGA-e 1.0000 NSGA-a 0.0443 FFGA-b 0.6901 NPGA-c 0.0494
34 FFGA-f 1.0000 FFGA-c 0.0453 FFGA-d 0.7044 FFGA-d 0.0507
35 NPGA-f 1.0000 FFGA-b 0.0486 FFGA-a 0.7065 FFGA-a 0.0648
36 NSGA-f 1.0000 FFGA-a 0.0744 FFGA-c 0.7207 FFGA-b 0.0656

Tabla 7.2. Métricas Error, GD, ME y Spacing aplicadas a los resultados de las corridas.
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Pocision Conjunto ONVG Conjunto ONVGR Conjunto N
1 NSGA-f 626 NSGA-e 1.009124 SPEA-f 279
2 NSGA-e 553 NSGA-f 1.142336 | NSGA-ll-e | 263
3 SPEA-f 471 SPEA-f 0.859489 | NSGA-II-d | 244
4 NSGA-d 445 NSGA-d 0.812044 | NSGA-II-f | 232
5 SPEA-d 428 SPEA-d 0.781022 | CNSGA-II-f | 230
6 SPEA-e 413 SPEA-e 0.753650 | CNSGA-Il-e | 208
7 NSGA-II-f 408 NSGA-II-f | 0.744526 | NSGA-IlI-c | 199
8 CNSGA-II-f 404 CNSGA-II-f | 0.737226 SPEA-d 159
9 NSGA-II-e 400 NSGA-Il-e | 0.729927 | CNSGA-II-d | 156
10 CNSGA-Il-e 391 CNSGA-Il-e | 0.713504 | NSGA-II-b | 154
11 NSGA-II-d 384 NSGA-II-d | 0.700730 | CNSGA-II-c | 144
12 NPGA-f 379 NPGA-f 0.691606 SPEA-e 140
13 NSGA-II-c 378 NSGA-II-c | 0.689781 SPEA-c 139
14 CNSGA-II-d 368 CNSGA-II-d | 0.671533 | NSGA-ll-a | 136
15 NSGA-II-b 344 NSGA-II-b | 0.627737 | CNSGA-II-b | 106
16 NSGA-c 336 NSGA-c 0.613139 | CNSGA-Il-a | 102
17 SPEA-c 327 SPEA-c 0.596715 SPEA-a 48
18 NSGA-II-a 317 NSGA-Il-a | 0.578467 SPEA-b 48
19 NPGA-e 313 NPGA-e 0.571168 FFGA-a 0
20 SPEA-b 300 SPEA-b 0.547445 NPGA-a 0
21 CNSGA-II-b 295 CNSGA-II-b | 0.538321 NSGA-a 0
22 SPEA-a 294 SPEA-a 0.536496 FFGA-b 0
23 NSGA-b 294 NSGA-b 0.536496 NPGA-b 0
24 CNSGA-II-c 293 CNSGA-II-c | 0.534672 NSGA-b 0
25 NPGA-d 293 NPGA-d 0.534672 FFGA-c 0
26 FFGA-e 280 FFGA-e 0.510949 NPGA-c 0
27 FFGA-f 267 FFGA-f 0.487226 NSGA-c 0
28 CNSGA-II-a 263 CNSGA-Il-a | 0.479927 FFGA-d 0
29 FFGA-d 251 FFGA-d 0.458029 NPGA-d 0
30 FFGA-c 186 FFGA-c 0.339416 NSGA-d 0
31 NPGA-c 179 NPGA-c 0.326642 FFGA-e 0
32 NSGA-a 170 NSGA-a 0.310219 NPGA-e 0
33 FFGA-b 163 FFGA-b 0.297445 NSGA-e 0
34 NPGA-a 161 NPGA-a 0.293796 FFGA-f 0
35 NPGA-b 159 NPGA-b 0.290146 NPGA-f 0
36 FFGA-a 79 FFGA-a 0.144161 NSGA-f 0

Tabla 7.3. Métricas ONVG, ONVGR y N aplicadas a los resultados de las corridas.
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Posicion Conjunto | Tiempo (Segundos)
1 NPGA-a 3015.40
2 NPGA-c 3156.20
3 NSGA-a 3604.60
4 NPGA-b 3656.20
5 FFGA-c 3710.30
6 NSGA-c 4280.10
7 NSGA-b 4350.50
8 FFGA-b 4579.00
9 FFGA-d 4645.60
10 FFGA-a 4800.60
11 NPGA-d 4807.60
12 CNSGA-II-a 6102.90
13 FFGA-e 6216.70
14 CNSGA-I1I-b 6229.90
15 CNSGA-II-c 6294.50
16 NSGA-II-a 6314.60
17 NSGA-1I-b 6344.40
18 NSGA-II-c 6801.50
19 NPGA-e 7655.30
20 NSGA-d 9390.30
21 CNSGA-II-d 10037.50
22 CNSGA-II-e 12562.70
23 FFGA-f 13754.50
24 NSGA-II-e 14850.10
25 NSGA-1I-d 15453.70
26 NSGA-e 18386.30
27 NPGA-f 19665.50
28 NSGA-II-f 23516.30
29 CNSGA-II-f 26058.70
30 SPEA-a 36259.60
31 SPEA-c 37848.40
32 SPEA-b 41281.90
33 SPEA-d 44618.20
34 NSGA-f 53424.30
35 SPEA-e 57910.50
36 SPEA-f 76064.60

Tabla 7.4. Tiempo promedio utilizado para obtener cada conjunto aproximacion.

CNSGA-Il-a | FFGA-a | NPGA-a | NSGA-a | NSGA-Il-a | SPEA-a | Promedio
CNSGA-II-a 0.000000 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 0.078864 | 0.476190 | 0.592509
FFGA-a 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
NPGA-a 0.000000 0.987342 | 0.000000 | 0.258824 | 0.000000 | 0.000000 | 0.207694
NSGA-a 0.000000 0.987342 | 0.447205 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.239091
NSGA-II-a 0.315589 1.000000 | 0.993789 | 1.000000 | 0.000000 | 0.564626 | 0.645667
SPEA-a 0.079848 1.000000 | 0.993789 | 1.000000 | 0.053628 | 0.000000 | 0.521211
Promedio 0.065906 0.829114 | 0.572464 | 0.543137 | 0.022082 | 0.173469

Tabla 7.5. Cobertura entre los conjuntos en las corridas a.
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CNSGA-II-b | FFGA-b | NPGA-b | NSGA-b | NSGA-II-b | SPEA-b | Promedio
CNSGA-II-b 0.000000 1.000000 | 0.993711 | 1.000000 0.075581 0.503333 | 0.595438
FFGA-b 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.003401 0.000000 0.000000 | 0.000567
NPGA-b 0.000000 0.981595 | 0.000000 | 0.459184 0.000000 0.000000 | 0.240130
NSGA-b 0.000000 0.981595 | 0.471698 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.242216
NSGA-I11-b 0.386441 1.000000 | 0.987421 | 0.996599 0.000000 0.606667 | 0.662855
SPEA-b 0.088136 1.000000 | 0.993711 | 0.996599 0.043605 0.000000 | 0.520342
Promedio 0.079096 0.827198 | 0.574424 | 0.575964 0.019864 0.185000
Tabla 7.6. Cobertura entre los conjuntos en las corridas b.
CNSGA-II-c | FFGA-c | NPGA-c | NSGA-c | NSGA-II-c | SPEA-c | Promedio
CNSGA-II-c 0.000000 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 0.150794 | 0.314985 | 0.577630
FFGA-c 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.002976 0.000000 0.000000 | 0.000496
NPGA-c 0.000000 0.978495 | 0.000000 | 0.452381 | 0.000000 | 0.000000 | 0.238479
NSGA-c 0.000000 0.962366 | 0.329609 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.215329
NSGA-I1I-c 0.351536 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 0.000000 | 0.385321 | 0.622809
SPEA-c 0.225256 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 0.185185 0.000000 | 0.568407
Promedio 0.096132 0.823477 | 0.554935 | 0.575893 0.055996 0.116718
Tabla 7.7. Cobertura entre los conjuntos en las corridas c.
CNSGA-II-d | FFGA-d | NPGA-d | NSGA-d | NSGA-II-d | SPEA-d | Promedio
CNSGA-I1I-d 0.000000 0.996016 | 1.000000 | 1.000000 | 0.091146 0.280374 | 0.561256
FFGA-d 0.000000 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.000000
NPGA-d 0.000000 0.972112 | 0.000000 | 0.352809 0.000000 0.000000 | 0.220820
NSGA-d 0.000000 0.956175 | 0.395904 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.225347
NSGA-I1-d 0.442935 0.996016 | 1.000000 | 1.000000 0.000000 0.369159 | 0.634685
SPEA-d 0.230978 0.996016 | 1.000000 | 1.000000 0.080729 0.000000 | 0.551287
Promedio 0.112319 0.819389 | 0.565984 | 0.558801 0.028646 0.108255
Tabla 7.8. Cobertura entre los conjuntos en las corridas d.
CNSGA-Il-e | FFGA-e | NPGA-e | NSGA-e | NSGA-ll-e | SPEA-e | Promedio
CNSGA-I11-e 0.000000 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 0.130000 0.438257 | 0.594709
FFGA-e 0.000000 0.000000 | 0.012780 | 0.003617 | 0.000000 | 0.000000 | 0.002733
NPGA-e 0.000000 0.982143 | 0.000000 | 0.320072 0.000000 0.000000 | 0.217036
NSGA-e 0.000000 0.989286 | 0.482428 | 0.000000 0.000000 0.000000 | 0.245286
NSGA-I11-e 0.291560 1.000000 | 1.000000 | 0.996383 0.000000 0.486683 | 0.629104
SPEA-e 0.112532 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 0.072500 0.000000 | 0.530839
Promedio 0.067349 0.828571 | 0.582535 | 0.553345 | 0.033750 | 0.154157

Tabla 7.9. Cobertura entre los conjuntos en las corridas e.
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CNSGA-II-f | FFGA-f NPGA-f | NSGA-f | NSGA-II-f | SPEA-f | Promedio
CNSGA-II-f 0.000000 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 0.193627 0.242038 | 0.572611
FFGA-f 0.000000 0.000000 | 0.015831 | 0.012780 | 0.000000 | 0.000000 | 0.004768
NPGA-f 0.000000 0.943820 | 0.000000 | 0.284345 0.000000 0.000000 | 0.204694
NSGA-f 0.000000 0.932584 | 0.527704 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.243381
NSGA-II-f 0.225248 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 0.000000 0.203822 | 0.571512
SPEA-f 0.190594 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 | 0.142157 | 0.000000 | 0.555459
Promedio 0.069307 | 0.812734 | 0.590589 | 0.549521 | 0.055964 | 0.074310
Tabla 7.10. Cobertura entre los conjuntos en las corridas f.

MOEA Corrida | Promedio | Mediana | Minimo | Maximo | Desviacién

Estandar

a 175 170.5 159 200 15.42725

b 202.6 196.5 175 234 23.65117

NSGA-I11 c 240.4 235.5 220 275 18.71541

d 278 274 253 334 21.64871

e 292.7 294.5 276 307 9.989439

f 277.5 277.5 238 318 25.03442

a 209.4 181.5 147 349 67.41282

b 233.7 185 153 453 102.3133

SPEA c 265.3 2115 191 482 109.2215

d 254.9 257.5 207 283 22.4769

e 254.1 256 190 299 32.46348

f 303.9 303 259 358 30.78401

a 157.1 148 127 251 34.16122

b 175.8 163.5 155 265 33.64124

CNSGA-I1I C 192.7 194 165 210 14.92984

d 228.7 226.5 201 264 19.51666

e 255.3 253 232 298 19.35085

f 289.8 299 250 323 24.23404

Tabla 7.11. Valores estadisticos para la métrica ONVG de las ejecuciones de cada corrida.
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MOEA Corrida | Promedio | Mediana | Minimo | Maximo | Desviacién
Estandar
a 52.8 53.5 28 72 14.04596
b 59.4 60 35 86 15.72118
NSGA-I11 C 76.8 76 a7 103 17.83754
d 107.9 103 95 131 12.25153
e 117.1 116.5 80 172 27.61421
f 100.3 94 71 144 21.50478
a 7.3 15 0 34 11.44115
b 7.4 15 0 34 11.52967
SPEA c 18.4 10 0 44 19.60272
d 33.4 275 3 98 30.15958
e 27.7 22 0 67 25.408
f 69.2 63 17 162 42.15
a 40.7 44 0 54 16.41849
b 42.4 46.5 0 61 17.41774
CNSGA-I1I c 56.5 64 6 76 20.80732
d 77.6 76 59 91 8.846845
e 102.8 106 80 114 10.41153
f 121.6 1215 104 143 10.13465

Tabla 7.12. Valores estadisticos de la métrica N considerando las ejecuciones de cada corrida.

MOEA Corrida | Promedio | Mediana | Minimo | Maximo | Desviacién
Estandar

a 6314.6 6235.5 4522 8756 1126.886

b 6344.4 6675.5 5560 7342 677.4697

NSGA-II c 6801.5 6340 5720 8280 1162.008
d 15453.7 12824.5 7087 37522 8675.241

e 14850.1 14591 10872 20821 3281.992

f 23516.3 23787 17890 28423 3485.399

a 36259.6 38241 20632 49893 9165.248

b 41281.9 41459.5 20681 68774 14332.46

SPEA c 37848.4 33426.5 25275 56460 11695.11
d 44618.2 40885.5 32788 59964 9203.241

e 57910.5 56039.5 41324 76521 11752.07

f 76064.6 81025 52371 93689 16731.16

a 6102.9 5659.5 4576 9458 1407.376

b 6229.9 6509.5 5499 6968 536.1993

CNSGA-I1I c 6294.5 5994 5608 7447 656.3705
d 10037.5 9512.5 6873 15513 2508.405

e 12562.7 12594.5 9387 15150 2453.089

f 26058.7 26269.5 17388 33835 4212573

Tabla 7.13. Valores estadisticos para los Tiempos en segundos de las ejecuciones de cada corrida.
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Capitulo 8

Conclusiones finales y trabajos futuros

En la primera parte del presente trabajo, se ha presentado una revision de los siguientes puntos:
1. los principios de funcionamiento de los Algoritmos Evolutivos (Capitulo 2);
2. los conceptos fundamentales de optimizacion multiobjetivo (Capitulo 3);
3. los algoritmos evolutivos aplicados a problemas de optimizacion multiobjetivo (Capitulo 4);

4. los conceptos basicos de paralelismo y la incorporacion de estos en los métodos de la com-

putacion evolutiva para la resolucion de problemas de optimizacion multiobjetivo (Capitulo 5);
5. los criterios y métricas de comparacion del desempefio de los MOEAs (Capitulo 6).

Ademas, se propuso un modelo de paralelizacion basado en islas. Seis algoritmos evolutivos fueron
implementados tanto en sus versiones secuenciales asi como paralelas, siguiendo el modelo propuesto,

para la resolucion de problemas de dificultad variada:
= las funciones de prueba ZDT1 a ZDT4,

= ¢l problema de programacion dptima de bombas en estaciones de bombeo de agua potable.
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Con estas implementaciones se llevaron a cabo varias corridas utilizando un nimero variable de proce-
sadores. Los resultados de estas corridas fueron comparados y analizados utilizando un conjunto de
métricas de desempefio.

A partir de los distintos resultados experimentales obtenidos, se han propuesto conclusiones par-
ciales sobre la implementacién de los MOEAS en la resolucion de cada uno de los problemas conside-

rados. Con estos, es posible arribar a las siguientes conclusiones finales de este trabajo:

= El disefio e implementacién de algoritmos evolutivos multiobjetivo paralelos es un problema
complejo. Existen varias decisiones que tomar. El rango de éstas va desde el tipo de plataforma
paralela en que se realizara la implementacion, hasta la determinacion de diversos parametros.
Se hace necesario un mayor estudio sobre las diferentes alternativas de paralelizacion existentes

y la determinacion de parametros adecuados de migracion.

= En practicamente todas las métricas analizadas, existe una clara diferencia entre el desempefio
obtenido por las implementaciones paralelas de los MOEAs que utilizan elitismo y los que
no lo utilizan. Mientras los algoritmos elitistas obtienen un conjunto de soluciones cercanas al
frente Pareto 6ptimo con una mejor distribucién de soluciones, los no elitistas apenas obtienen
soluciones en dicho frente. Por ejemplo, para el problema ZDT1, como puede verse en las tablas
6.6y 6.7, los resultados obtenidos por los algoritmos paralelos de segunda generacion ocupan las
posiciones 1 al 12 en todas las métricas consideradas, mientras que los de primera generacion,

las Gltimas posiciones del 13 al 24.

= Teniendo en cuenta las métricas utilizadas para medir la calidad del conjunto aproximacion, se
puede establecer que los algoritmos de segunda generacion implementados han sido los que lo-
graron, en general, un mejor desempefio. En particular considerando el niumero de soluciones

verdaderamente nodominadas obtenidas. Esta diferencia se extiende en toda la gama de proble-
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mas resueltos en este trabajo.

= Al aumentar el nimero de elementos de proceso para el modelo de paralelizacion utilizado,
sin usar computadores paralelos, aumenta también el tiempo requerido para la finalizacion de
una ejecucién. Esto se debe principalmente a que, el tamafio promedio del conjunto solucion
propuesto, aumenta conforme aumenta el nimero de procesos que se utiliza. Este tamafio afec-
ta al tiempo de escritura de los resultados en disco. Pero, fundamentalmente, al procedimiento
de eliminacion de soluciones cubiertas y reduccién por clustering implementado en el proce-
dimiento colector del modelo de paralelizacion utilizado. Una opcion para evitar esta pérdida
seria la paralelizacién efectiva de este procedimiento en una red de computadora, conforme

fuera realizado para el problema del bombeo de agua (Capitulo 7).

= En la mayoria de los problemas analizados se ha encontrado que los algoritmos CNSGA-II y
NSGA-I1I son los més beneficiados con la paralelizacion, utilizando el modelo de paralelizacion

propuesto.

= Para ciertos problemas, en las corridas paralelas de algoritmos de primera generacion ha sido
posible encontrar soluciones nodominadas, aunque en un nimero muy reducido comparando

con las implementaciones, incluso secuenciales, de los MOEAS de segunda generacion.

= Para los distintos experimentos llevados a cabo, las métricas ONVGR ha sido de poca utilidad

para determinar que conjunto es mejor que otro.

= Si bien los MOEAs de primera generacion obtienen pocas o ninguna solucion, el tiempo de eje-
cucion de los mismos es muy inferior pues estan liberados de la utilizacion de mecanismos para
la preservacion de soluciones. Estos podrian ser utilizados en forma adecuada como métodos
de evolucion secundaria utilizando procesos MOEAs distintos. Asi, los procesos MOEAS de se-
gunda generacion se podrian encargar de proveer soluciones nodominadas a procesos MOEAS
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(o pMOEASs) de primera generacion, con la esperanza que estos evolucionen hacia nuevas re-
giones del espacio de busqueda encontrando soluciones nodominadas distintas. Este también
es un mecanismo valido para promover la formacion de diversidad lateral y preservacion de

informacion genética.

= El método de reemplazo de individuos utilizado en el modelo de paralelizacion propuesto, evita
la pérdida de soluciones nodominadas existentes en una poblacién. Sin embargo, no garantiza
el reemplazo de la "peor"” solucion. Se ha considerado ésta una ventaja con respecto a otros
métodos pues basicamente permite el mantenimiento de puntos alejados del Pynown(t), que po-
dria estar convergiendo en un frente Pareto 6ptimo local. En [104], se propone un método de
reemplazo que asegura la eliminacion del peor elemento. Para ello, se clasifica la poblacion
segun nodominancia, para luego reemplazar entre los elementos peor clasificados, reduciendo
la diversidad lateral que ha demostrado ser deseable. Con ambos métodos, cuando todos los ele-
mentos son nodominados con respecto a los migrantes o existe un unico frente, la informacion
genética existente en los migrantes es rechazada sin ser incorporada a la poblacion genética de
la isla receptora. Un método de reemplazo alternativo, podria estar basado en la idea de elitismo

controlado, a fin de forzar el mantenimiento de distintos frentes.

= Existen varias métricas que tienen una utilidad relativa para medir la calidad del conjunto aproxi-
macidn. Sin embargo, estas podrian integrarse en forma adecuada en un esquema de migracion
donde se utilice esta informacion para la eleccion de migrantes, o reemplazo. Es posible asi
proponer dotar al pPMOEA de elementos de proceso que se especialicen en medir por ejemplo el
espaciamiento de las soluciones en una isla dada y promover el desarrollo de ésta cualidad en la

misma.

= Al utilizar pMOEAs, se extiende el espacio de busqueda. La recepcion de elementos prove-
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nientes de distintas islas introduce informacién genética en forma aleatoria que es (til para la
obtencion de mejores soluciones. Es necesario determinar la mejor manera de incorporar esta

informacion en las diferentes islas.

En resumen a partir de los distintos resultados presentados queda claro que la utilizacion de
PMOEAs es adecuada para la busqueda de soluciones en espacios de blusqueda complejos y de al-
ta dimensionalidad. Ademas se ha establecido la importancia de la utilizacion de MOEAs basados
en elitismo para la implementacion de pMOEAs. Entre los MOEAs utilizados se recomienda para el
desarrollo de aplicaciones paralelas la utilizacion del NSGA-I1 ya que es, en la mayoria de los proble-
mas, el mas beneficiado con la paralelizacion, esto a pesar que las implementaciones secuenciales del
SPEA, en general, son mejores que las del NSGA-II.

A partir de las conclusiones arribadas se proponen los siguientes trabajos futuros:

Incorporar otros enfoques al conjunto de MOEASs comparados.

= Comparar el desempefio de los distintos MOEAs utilizando distintas probabilidades de mi-

graciéon y nimero de soluciones migrantes.

= Realizar comparaciones utilizando implementaciones paralelas que utilicen distintos algoritmos

evolutivos simultaneamente, formando un equipo o team algorithm [7].

= Desarrollar un esquema de migracion que incorpore el establecimiento de preferencias del

tomador de decisiones.

= Analizar el comportamiento de los pMOEAs utilizando distintos parametros en las diferentes

islas.

= Realizar un estudio experimental entre los resultados propuestos por el modelo de paralelizacion
utilizado en [91] y el presentado en el presente trabajo.
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= Desarrollar modelos paralelos para ser aplicados en sistemas multiprocesos con un Gnico proce-

sador.

= Realizar un estudio en mayor profundidad de las distintas métricas y como se correlacionan.

En conclusion, se puede destacar que los principales aportes del presente trabajo son:

= La presentacion del estado del arte actual del desarrollo de MOEAs. Sirviendo asi de base para

la realizacidn de futuras investigaciones.

= La implementacion de una libreria para el desarrollo rapido de pMOEAS y su utilizacion en
varios problemas. Esta libreria ha servido de base para la implementacion de los distintos al-
goritmos y problemas presentados en el presente trabajo. Ademas, actualmente la libreria esta
siendo utilizada para la resolucion de otros problemas como por ejemplo el disefio 6ptimo de

redes de computadoras.

= La propuesta de un esquema de paralelizacion de MOEAs basado en el modelo de islas para su

implementacion en sistemas paralelos con memoria distribuida.

= El analisis experimental del esquema de paralelizacion propuesto demostrando la efectividad de

la utilizacion de conceptos de paralelismo en el desarrollo de MOEAs.

= Lautilizacion de pMOEAs para la resolucion del problema de la programacién 6ptima de bom-
bas encontrando mejores soluciones que las halladas previamente con la utilizacion de MOEAS

secuenciales.
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Multiobjective Optimization Problem | Problema de Optimizacion Multiobje- pag. 1

tivo

Evolutionary Algorithms Algoritmos Evolutivos pag. 2

Evolutionary Multiobjective Optimiza- | Optimizacién Evolutiva Multiobjetivo pag. 2

tion

Multiobjective  Evolutionary Algo- | Algoritmos Evolutivos para Opti- pag. 2

rithms mizacién Multiobjetivo

Parallel Multiobjective Evolutionary | Algoritmos Evolutivos Paralelos para pag. 2

Algorithms Optimizacion Multiobjetivo

Weak methods Métodos débiles pag. 6

Evolutionary Computation Computacién Evolutiva pag. 7

Genetic Algorithm Algoritmo Genético pag. 7

Evolution Strategies Estrategias de Evolucion pag. 7

Evolution Programming Programacion Evolutiva pag. 7

Fitness Valor de adaptacion pag. 9

Greedy algorithms Algoritmos voraces pag. 10

Hill-climbing algorithms Algoritmos de ascenso de cimas pag. 10

Best-first search Busqueda del mejor primero pag. 10

No-Free-Lunch theorem Teorema de no almuerzo gratis pag. 12

Roulette-whell selection Seleccion por ruleta ponderada pag. 20

Tournament Selection Seleccion por torneo pag. 20

Schemata Esquemas pag. 22

Schema Esquema pag. 22

Niche Methods Métodos de Nicho pag. 27

Niching Nicho pag. 27

Fitness sharing techniques Técnicas de distribucion del valor de pag. 27

adaptacion

Matting restriction Restriccion de apareamiento pag. 29

Pareto Optimum Optimo de Pareto pag. 34

Pareto Dominance Dominancia de Pareto pag. 34

Pareto Optimality Optimalidad de Pareto pag. 34

Pareto Optimal Set Conjunto Optimo de Pareto pag. 34
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Inglés Espariol Explicacion
0 primera
referencia

Pareto Front Frente de Pareto pag. 34

Decision Maker Tomador de decisiones pag. 39

Nondominated Sorting Genetic Algo- | Algoritmo Genético por Clasificacion pag. 53

rithm de Nodominancia

Dummy fitness Valor de adaptacion ficticio pag. 54

Multiple Instruction Stream Single Da- | Flujo mdltiple de instrucciones y flujo pag. 74

ta Stream Unico de datos

Multiple Instruction Stream Multiple | Flujo maltiple de instrucciones y flujo pag. 74

Data Stream multiple de datos

Multiple Instruction Stream Multiple | Flujo multiple de instrucciones y flujo pag. 74

Data Stream multiple de datos

Single Instruction Stream Single Data | Flujo Gnico de instrucciones y flujo pag. 74

Stream unico de datos

Single Instruction Stream Multiple Da- | Flujo Gnico de instrucciones y flujo pag. 74

ta Stream multiple de datos

Control Process Units Unidad de control de procesos pag. 75

Cluster Of Workstations - COW Asociacion de estaciones de trabajo pag. 76

Massively Parallel Processors - MPP | Procesadores Masivamente Paralelos pag. 76

Parallel Virtual Machine Maquina Virtual Paralela pag. 80

Message Passing Interface Interfaz de paso de mensages pag. 80

Island model Modelo de islas pag. 81

Diffusion model Modelo de difusion pag. 81

Master-slave model Modelo maestro-esclavo pag. 81

Local Area Network Red de Area Local pag. 85

Overall Non-dominated Vector Gener- | Generacién Total de Vectores Nodom- pag. 98

ation inados

Overall Non-dominated Vector Gener- | Radio de Generacion Total de Vectores pag. 98

ation Ratio Nodominados

Generational Distance Distancia Generacional pag. 99

Spacing Espaciamiento pag. 100

Maximum Pareto Front Error Error maximo del frente Pareto pag. 100

Coverage Cobertura pag. 100

Team algorithm Equipo de algoritmos pég. 170
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Acronimos

C Coverage

CNSGA-I11 Controlled Elitist Non-dominated Sorting GA 11
COW Cluster Of Workstations

CPU Control Process Unit

DM Decision Maker

E Error Ratio

EA Evolutionary Algorithms

EC Evolutionary Computation

EMOO Evolutionary Multi-Objetive (Multi-Criterion) Optimization
EP Evolution Programming

ES Evolution Strategies

FFGA Fonseca-Flemming Genetic Algorithm

G Generational Distance Metric

GA Genetic Algorithms
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GD Generational Distance

HLGA Hajela Lin Genetic Algorithm

IA Inteligencia Artificial

LAN Local Area Network

ME Maximum Pareto Front Error

MIMD Multiple Instruction stream Multiple Data stream

MISD Multiple Instruction stream Single Data stream

MOEA Multiobjetive Optimization Evolutionary Algorithm

MOGA Multiobjective Genetic Algorithm

MOP Multiobjetive Optimization Problem

MPP Massively Parallel Processors

N NuUmero de soluciones nodominadas verdaderas

NFL No-Free-Lunch theorem

NPGA Niched Pareto Genetic Algorithm

NSGA Nondominated Sorting Genetic Algorithm

NSGA-11 Non-dominated Sorting GA Il

ONVG Overall Non-dominated Vector Generation

ONVGR Overall Non-dominated Vector Generation Ratio
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PMOEA Parallel Multiobjetive Optimization Evolutionary Algorithm

PPOB Problema de programacién 6ptima de bombas

PVM Parallel Virtual Machine

RW Roulette-whell Selection

S Spacing metric

SIMD Single Instruction stream Multiple Data stream

SISD Single Instruction stream Single Data stream

SOP Single-objective Optimization Problem

SPEA Strength Pareto Evolutionary Algorithm

TS Tournament Selection

VEGA Vector Evaluated Genetic Algorithm
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Simbolos y abreviaturas

Simbolo Significado Definicion
0 primera
referencia

S Espacio de busqueda pag. 15

4 Conjunto de alelos para la posicién i pag. 15

= Simbolo igual pag. 15

X Producto cartesiano pag. 15

I Espacio de codificacion pag. 15

g Funcion de codificacion pag. 15

X Cromosoma o vector solucion de un problema pag. 15

i Posicion de un gen en un cromosoma (locus) pag. 16

— Flecha derecha pag. 15

n Numero de genes de un cromosoma pag. 15

X; Gen i del cromosoma x pag. 16

f Funcion monobjetivo pag. 16

R Conjunto de nimeros reales pag. 16

I Longitud de una cadena binaria pag. 16

U; Valor real inferior de la variable (gen) i pag. 17

Vi Valor real superior de la variable (gen) i pag. 17

l; Numero de bits utilizados para representar la pag. 17

variable i en codificacion binaria

I l,=1/n pag. 17

a; Valor en la posicion j de una cadena binaria pag. 17

r Funcion de decodificacion binaria para el gen i pag. 17

€ Simbolo pertenece a pag. 17

f Funcion de adaptacion pag. 18

a; El valor especifico en la posicion j de una cade- pag. 18

na binaria

X/ Cromosoma o vector solucion de un problema pag. 18

N Tamario de la poblacion genética P pag. 19

P Elemento i en la poblacion genética P pag. 19

P Poblacion genética pag. 19

P(t) Poblacion genética en la generacion t pag. 19
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Simbolo Significado Definicion
0 primera
referencia

Pli] Elemento i en la poblacion genética P pag. 19

Pli](t) Elemento i en la poblacidn genética P en la ge- pag. 19

neracion t

P; Elemento j en la poblacion genética P pag. 19

P[] fitness Valor de adaptabilidad del elemento P{[i] pag. 19

Pli]chrom Cromosoma de P{i] pag. 19

P[j] Elemento j en la poblacion genética P pag. 20

P[j](t) Elemento j en la poblacién genética P en la ge- pag. 20

neracion t

< Simbolo menor que pag. 20

ps(i) Probabilidad de seleccion por ruleta de Pi] pag. 20

* Simbolo especial "no importa™ pag. 23

-* AU {x} pag. 23

I Conjunto de esquemas pag. 23

H Esquema pag. 23

h; Valor en la posicion i de un esquema H pag. 23

o(H) Orden de un esquema H pag. 23

O(H) Tamafio de definicién de un esquema H pag. 23

t Generacion actual pag. 24

m numero de elementos en un esquema pag. 24

m(H,t) namero de elementos que pertenecen al esque- pag. 24

ma H en un tiempo t
iy indice de un elemento Pj en el conjunto {H A pag. 25
P(t)},ine{1,...,m}

A Simbolo y pag. 25

fiy valor de adaptabilidad del elemento iy pag. 25

f() Valor de adaptacion promedio de un conjunto pag. 25

de individuos

Pc Probabilidad de cruzamiento pag. 25

Pm Probabilidad de mutacion pag. 25

Pli]ncount Cuenta de nicho para el individuo Pli] pag. 25

Oshare Umbral de diferenciabilidad es especificado por pag. 28

una constante

a Es un parametro constante el cual regula la for- pag. 28

ma de la funcion de sharing

fl Valor de fitness compartido del individuo P pag. 28

mi Cuenta de nicho para el individuo P; pag. 28

d) Funcion distancia pag. 28

sh() Funcion de sharing pag. 28

X* Vector optimo global pag. 31

f* Valor de la funcion f evaluada en x* pag. 31

F Funcion de optimizacién de k objetivos pag. 32

k NUmero de objetivos de F pag. 32
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Simbolo Significado Definicion
0 primera
referencia

F Funcion de optimizacion escalar derivada de F pag. 32

X Espacio de decision pag. 33

4 Espacio objetivo pag. 33

y \ector en el espacio objetivo pag. 33

g Funcion vectorial de restricciones pag. 33

m Numero de restricciones para un MOP general pag. 33

Xt Region de factibilidad pag. 33

5 Region de factibilidad el espacio objetivo pag. 33

U Operador union pag. 33

0 \ector cuyos componentes son todos 0 pag. 33

a \ector solucion para un problema monobjetivo pag. 33

b \ector solucion para un problema monobjetivo pag. 33

u Vector objetivo para un problema multiobjetivo pag. 34

v \ector objetivo para un problema multiobjetivo pag. 34

Vi Valor del componente i del vector objetivo v pag. 34

Uj Valor del componente i del vector objetivo v pag. 34

- Operador dominanacia pag. 34

= Operador dominanacia de Pareto Estricta pag. 35

- Operador dominanacia de Pareto débil pag. 35

s Operador nodominancia pag. 35

~ Operador no comparable pag. 35

Q Sub-conjunto de soluciones de factibles pag. 36

x/ Vector de decision factible pag. 36

P Conjunto Pareto Optimo Tedrico pag. 37

PF* Conjunto Pareto Optimo Tedrico pag. 37

F» Funcion de prueba de Schaffer pag. 37

X Variable nimerica pag. 37

Wi Valor del peso para el objetivo i (Suma Ponder- pag. 41

ada)

Ti Meta para el objetivo i (Programacion de metas) pag. 43

|.| Valor absoluto pag. 43

XK Solucidn éptima para la funcién objetivo i (Or- pag. 44

denamiento lexicografico)

f Valor de la funcion objetivo fi en el punto X pag. 44

(Ordenamiento lexicografico)

€ Nivel permisible para el objetivo i (Métodos de pag. 45

restricciones €

fr Funcion objetivo mas relevante (Método de re- pag. 45

stricciones €)

Pknown (t) Conjunto Pareto Optimo conocido en la genera- pag. 50

ciont

Pinown Conjunto Pareto Optimo conocido la final de pag. 50

una corrida
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Simbolo Significado Definicion
0 primera
referencia

PFrnown(t) | Frente Pareto conocido en la generacion t pag. 50

PF known Frente Pareto conocido al final de una corrida pag. 50

Prue Conjunto Pareto Optimo verdadero computable pag. 50

PFirue Frente Pareto Optimo verdadero computable pag. 50

pi(t) Ndmero de individuos de la poblacion P(t) que pag. 52

dominan a P,

Pli](t)rank | Ranking del individuo P[i](t) pag. 52

- le Cardinalidad pag. 52

df Valor de fitness virtual pag. 54

\ Substraccion de conjuntos pag. 54

FT Conjunto de individuos en el f-ésimo frente no pag. 54

dominado

Fi] Elemento i-ésimo del conjunto # pag. 54

sh Valor de sharing pag. 56

Fjl Elemento j-ésimo del conjunto F ' pag. 56

dij Distancia euclidiana entre el elemento ¥ '[i] y pag. 56

el elemento 7;j]’

F i]titness | Valor de adaptacion del i-ésimo elemento del pag. 56

conjunto ¥

?f[j]objs Valor del vector objetivo del i-ésimo elemento pag. 56

del conjunto #

Filncount | Valor de la cuenta de nicho del i-ésimo elemen- pag. 56

to del conjunto ¥ f

Pdom Conjunto comparacion en el NPGA pag. 57

tdom Tamafo del conjunto comparacion en el NPGA pag. 57

M Conjunto de elementos seleccionados en el pag. 57

NPGA

P’ Poblacion externa en el SPEA pag. 60

N’ Tamarfio maximo de la poblacion externa pag. 60

C Conjunto de Clusters pag. 61

C1 Cluster 1 pag. 61

C2 Cluster con distancia minima con respecto a c1 pag. 61

P'[i]srength | Valor de strength del individuo P’[i] pag. 61

Si Conjunto de soluciones dominadas por Pi] pag. 64

nd; Ndmero de soluciones que dominan a P[i] pag. 64

Q(t) Poblacion hijo temporal utilizada en NSGA-1I pag. 67

y CNSGA-II

R(t) Poblacion combinada P(t) UQ(t) pag. 67

tred Tasa de reduccion pag. 69

Nt Numero de soluciones en el frente f permitidas pag. 69

para CNSGA-II

n% Numero de soluciones existentes en el frente f pag. 69
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Simbolo Significado Definicion
0 primera
referencia

K NUmero de frentes existentes en P(t) pag. 69

p Numero de procesos utilizados en un pMOEA pag. 92

Neol ector Tamafio maximo de la poblacién en el colector pag. 92

Peolector Poblacion en el colector pag. 92

Nrmig NUmero maximo de elementos a migrar pag. 92

Pmig Probabilidad de migracién pag. 92

ONVG Métrica Generacion de Total de Vectores pag. 98

Nodominados

ONVGR Métrica Radio de Generacion de Total de Vec- pag. 98

tores Nodominados

N Métrica Numero de Soluciones Nodominadas pag. 99

\erdaderas

E Meétrica Radio de Error pag. 99

€i Valor que expresa si una solucién propuesta se pag. 99

encuentra o no en Pyrye

n Numero de vectores en PFqown pag. 99

PFnown|i] Vector i-ésimo en PFgown pag. 99

GD Métrica Distancia Generacional pag. 99

ME Error maximo del frente Pareto pag. 100

dmn Distancia Euclidiana (en el espacio objetivo) | pag. 100

entre el vector objetivo PR ownli] Y Su corres-
pondiente mas cercano en PR e

dmin Valor promedio de d™" pag. 100

S Meétrica Spacing pag. 100

C Métrica Cobertura pag. 101

Np Numero de bombas utilizadas para bombear | péag. 143

agua desde la fuente de agua hasta un reservorio
elevado

Ec Costo de la energia eléctrica para una progra- | pag. 147

macion dada

C Costo de la energia eléctrica en horas de costo | pag. 147

reducido

Ch Costo de la energia eléctrica en horas de costo | pag. 147

elevado

t Intervalo de tiempo considerado pag. 147

Pt Combinacion de bombas en el intervalo t pag. 147

c(pt) Energia eléctrica utilizada por la combinaciéon | pag. 147

de bombas p; ent

Ns NuUmero total de encendidos pag. 148
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