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RESUMEN

El presente trabajo propone la utilizacion de un métsdmi-automatico para
descomponer un sistema de ecuaciones a fin de optisuzegsoluciéon utilizando sistemas
distribuidos heterogéneos.

El método propuesto, se muestra especialmente (til carndeados sistemas de
ecuaciones que poseen algunas ecuacionfigsas que dificultan la eleccién del procesador
mas adecuado para incluirlas. Problemas con ecuaciotieascdomplican la particion en
subsistemas y en casos extremos, el sistema puede vergansi no se toman medidas
adecuadas.

Una manera de salvar esta dificultad es asignar dictaacienes a mas de un
procesador, realizando el llamasldapamiento parcialEl método propuesto descompone el
sistema de ecuaciones teniendo en cuenta las ecuacidtieascy el balanceamiento
computacional requerido, conforme gp&formanceelativa de los procesadores. Asi mismo,
el trabajo presenta resultados experimentales utilizamtemas ejemplos que avalan la
presente propuesta.

Palabras claves: Particion de sistemas - Paralelismo - Método iterativo — Matriz de
comparacion - Radio espectral.



1 INTRODUCCION

Las implementaciones paralelas de algoritmos iterafggegesentan como una opcion
muy atractiva dentro del contexto de la computacioniblistia [1]. Para aprovechar sus
ventajas en la resolucion de sistemas de ecuacionesmdgagta es necesario descomponer el
sistema en subsistemas menores, los cuales puedemgsadas a distintos procesadores de
un sistema distribuido para su resolucion distribuidéa Bescomposicion esta condicionada
por dos factores:

a) la capacidad de procesamiento relativo de cada maquirsgstigha distribuido, factor
gue determina las dimensiones de los subsistemas asigneahies grocesador;

b) el grado de acoplamiento que puedan tener los subsistetmnasie lo que determina la
dependencia entre las variables y por consiguiente,y@nfen la convergencia del
algoritmo [2].

Existen diversos métodos de descomposicion [2-6], percodostellos tienen en
cuenta todas las variables del problema. Asi, el sistieina descomponerse de forma tal que
a cada procesador se le asigne un subsistema de dimpngabrcional a su performance, y
gue la dependencia entre las variables actualizadas por pradasador facilite la
convergencia del algoritmo iterativo a ser utilizado.

En todo el proceso de descomposicién, debe tenerse eta guenen ciertos casos
existen ecuaciones criticas que dificultan la elecciéh procesador mas adecuado para
incluirlas. Problemas con ecuaciones criticas complegarticion en subsistemas y en casos
extremos, el sistema puede no converger. Se presenteesiten este trabajo, la utilizacion
de solapamiento parcia(partial overlapping [6] en conjunto con un método anteriormente
publicado [9-10] para conseguir particiones que conlleven a ueaabconvergencia del
método iterativo utilizado en la resolucién de los dius sistemas de ecuaciones. Asi mismo,
se presentan resultados experimentales utilizandansistejemplos que avalan la presente
propuesta.

En la seccion 2 se describe brevemente el métodadtlipara la descomposicién, en
la seccion 3 se explica la técnica del solapamientagbasi como ejemplos ilustrativos y en
la seccibn 4 se presentan las conclusiones.

2 METODO DE DESCOMPOSICION UTILIZADO

Dado un sistema de ecuaciones com incégnitas que se desea resolver con un
sistema distribuido dep procesadores, posiblemente heterogéneos, el método de
descomposicién propuesto [9-10] utiliza una mabliizde dimensiom X n y elementos
diagonales no nulosr| # 0), cuyos elementas; (i #]j) representan el acoplamiento existente
entre las incognitasy j respectivamente. Basicamente, el método propuestisimes la
formacion dep subsistemas a partir geincognitas iniciales, llamadasemillas dondep
representa también el nimero de procesadores. A esbgmitas semillas se van agregando
las demas incognitas del sistema hasta que este quede tttaldescompuesto ep



subsistemas, de dimensiones relativas especificadasrcené la performance relativa entre
los procesadores. En esta descomposicion se tienereertados dos factores mencionados en
la seccién 1 asi como las ecuaciones criticas que puadsar @ue la resolucidon no converja.

El método estd compuesto por cuatro etapas: clasifitald incognitas, seleccion de
semillas, formacién de particiones y seleccion dendgor particion, esquematizado en la

figura 1.
Etapa 1 i, Etapa 2

> Etapa 3 Etapa 4
Clasificacion de Seleccioén di Formacion d Seleccion de |
incognitas semillas particiones mejor particion

1) Clasificacion de incégnitas Se hace un ranking (pesosque indica el grado ¢
acoplamiento de cada incégnita al sistema.

2) Seleccién de semillasDeben seleccionarse como semillas a las incognitaseque s
centro de aglutinamiento de incégnitas y de forma que ro@gentren fuertemente
acopladas unas con otras.

3) Formacién de particiones: Una vez determinadas las semillas para cadp
subsistema, es necesario adicionar las demas incAgnitas aubconjuntos
adecuados.

4) Seleccion de la mejor particion:Pueden ser determinados varios conjuntos d
semillas que a su vez serviran de pie para generar difsmdescomposiciones. Para
identificar a la mejor descomposicion de todas las obtenisia utiliza como
parametro de seleccion de descomposiciones el radio regpaetla matriz de
comparacion, eligiéendose como mejor aquella descomposigi@nradio espectral

1%

Figural : Etapas del método de descompaosicion.

3 SOLAPAMIENTO PARCIAL

Como se dijo anteriormente, las caracteristicasicptates de un sistema de
ecuaciones pueden ocasionar que para ciertas ecuaciomesdétaen el marco de este
trabajo ecuaciones “criticas”) sea dificil realizaua decision acertada en lo que respecta al
procesador al cual deberén ser asignadas.

Entonces se asigna dicha ecuacién a mas de un proceszalando el llamado
solapamiento parcia[6], buscando de esta forma mejorar la convergenciandeddo de
resolucion. Para explicar mejor el concepto de solag@mi parcial, se presenta a
continuacion un ejemplo ilustrativo:

Ejemplo 1:resolver el siguiente sistema lineal de tres ecuaciones esn tr
incognitas por el método bloque-Jacobi, utilizando un sistema
distribuido de dos procesadores idénticos YHP,).
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Este sistema de ecuaciones puede ser represematadiosfguiente grafo:

12 0.1
9.. -
00% 12

Figura 2: Grafo del Ejemplo 1.

donde los nodos representan las incognitas y taagaepresentan los acoplamientos entre las
incognitas, obtenidos a partir de los coeficientelssistema de ecuaciones. De este modo, la
incégnitax, se encuentra muy fuertemente acoplada con lagnitedx; y xs, las cuales no se
encuentran acopladas entre si. La influencia des estoplamientos en el comportamiento del
método iterativo se verificara en los algoritmoe garan presentados a continuacion.

En principio, el sistema puede ser descompuestesdormas posibles:

Descomposicion A: X1, X} = P y {xs} = P
Descomposicion B: X, X3t = P y {x} = P
Descomposicion C: X, Xt = P y {x} => P,

De manera a considerar el criterio de converggmeisentado en [7-8], se calculara el
radio espectral de la matriz de comparacién pata dascomposicion. Primero consideremos
la descomposicion A en la que a un procesader IPson asignadas las dos primeras
ecuaciones del sistema, mientras que al otro prdoegR) se le asigna la tercera ecuacion.

Asi el algoritmo iterativo sincrono sera:
xq(k+D] [ 2 12 (b, 0
| Xo(k+ 1)} - {0.08 1} {bz} B {0.1} [X3(k)]} = (2)
[ — g1 X1 (K)
X3(k+1)]_3 {bs‘[o 14 |:X2(k):|} = b (3)

Se puede apreciar en (3) que el elememntae valor 12 en la ecuacion (1) refleja un
alto grado de dependencia (acoplamiento) de lagimitaxs con respecto a la incognita,
actualizada por el procesador P

Los elementos de la matriz de comparadibdefinida en [1])son las normas de las
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matrices bloques que componen la matriz de itemasioEntonces:

. 2 121 o
(4)
4 0
|50 14| 0
de donde el radio espectralp de la matriz de comparacionH es:

o (H) =+/11539x 4= 21484 1

En consecuencia, la descomposicion A no present@ndsu perspectivas de
convergencia, dado que no cumple la condicion isufie de convergencia [7-& (H) <1.

Haciendo el mismo andlisis para las demés descooigness (B y C), resulta:

Descomposicién A Descomposicion B Descomposicion €
o (H) 2.1484 1.7888 1.0392
nimero de iteraciones no converge no converge no converge
tiempo no converge no converge no converge

Tabla 1 : Resultados de la resolucion del Ejemplo 1.

Se puede observar en la tabla 1 que ninguna deefagdescomposiciones cumple con
la condicion suficiente de convergencia(H)<1 y de hecho, no convergen.. En

consecuencia, se presenta a continuacion la téceicsolapamiento parcial para intentar
descomponer el Ejemplo 1.

Para esto, se partira el problema anterior dgylaiesite manera: la segunda ecuacion
del sistema (ecuacién critica) se replicara en anmisocesadores, esto es:rBsolvera las
ecuaciones 1 y 2 del sistema, mientragd3olvera las ecuaciones 2 y 3. En este caso, el
nuevo sistema de ecuaciones a ser resuelto, demtorsistema expandid{5], tiene una
dimensién expandida= 4, y puede ser representado por:

2 12 0 0 x] b

008 1 0 0l x| |by

008 0 1 0lxp| |by )
0 0 12 3| x3| |bs

y en forma de grafo por la figura 3.
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Figura 3: Grafo del Ejemplol (sistema expandido).

Note que ahora se tienen dos versiones difereptés hriablex;, estas sorx,; y xz».
En consecuencia, cada procesador implementargaltaio de Jacobi conforme:

(xqk+D ] [ 2 12y ] [0 0] xa2(K)]

_x21(k+1)}{0.08 1} {bj{o o.ng(k)_ = R ©

(Xo2(k+D)] [1 01 H[by] [008 O] x4(K) ]

_X3<k+1>H12 3} {%}{0 OHXZM)_ ek "
En forma anéloga al caso anterior, se construggataizH de comparacion:
I 2 12]Yo0 o]

_ ° {0-08 J {0 O-J [ 0 11539

"1 o oos o ) {0-5333 0} ®
3 Lo o :

cuyo radio espectral, que satisface la condicitficisnte de convergencia, aln en un
contexto computacional asincrono.

En la tabla 2, se muestran los resultados expetaiesnobtenidos al resolver el
Ejemplo 1 utilizando un sistema distribuido compoagsor dos procesadores idénticos. Se
puede observar que solo en el caso de solapanpart@l el sistema de ecuaciones converge

a la solucion.

Descomposiciér) Descomposicior)] Descomposicior Descomposicién
A B C con Solapamiento
0 (H) 2.1484 1.7888 1.0392 0.7845
nimero de no converge no converge no converge 29
iteraciones
tiempo no converge no converge no converde 1s.

Tabla 2 : Resultados de la resolucion del Ejemplo 1.




En conclusiéon, el solapamiento parcial permite Ikesoen forma alternativa
problemas que no podrian ser resueltos con unalesipgrticion de las ecuaciones
correspondientes a dicho problema.

Se presenta a continuacion otro ejemplo ilustradl&z@dmo la técnica de solapamiento
parcial puede mejorar la convergencia de los métdgdeativos en la resolucién de un sistema
lineal de ecuaciones.

Ejemplo 2 resolver el siguiente sistema lineal de cuatro ecuaciones con
cuatro incognitas por el método bloque-Jacobi, utilizando un
sistema distribuido de tres procesadores idénticasRpy Ps).

10 2 2 10][x] [10
1 10 1 10||x,| |10 ©)
2 1 10 10||xs| |10

5 5 5 100||x,| |10

Aplicando el método de descomposicion tradicio8al(] sin utilizar la técnica de
solapamiento parcial para las ecuaciones critsaeptiene la siguiente descomposicién:

Procesador Incégnitas
P: X1 Y X4
P, X2
Ps X3

Tabla 3: Descomposicion del Ejemplo 2, sin solapamigatoial.

Asi el algoritmo iterativo sincrono sera:

k 0 107" 2] 2
U IRl N TR T BTSN
[xz(k+1)]:10—1{b2—[1 10]{:zit)):—1[x3(k)]} = P (11)
[x3(k+1)]:10—1{b3—[2 10]{:((2}—1[@(@]} = P (12)

El radio espectral de la matriz comparacipgriH) = 0.4505, lo que indica que se
cumple la condicion suficiente de convergencialdstida en [7-8].

Ahora se utilizara la técnica de solapamiento phpzra descomponer el Ejemplo 2 y
ver si la descomposicion solapada presenta megorésconvergencia.



Para esto, se partird el problema anterior deglsiesite manera: la cuarta ecuacion del
sistema (ecuacion critica) se replicara en lospgresesadores. Se puede notar que en realidad
se tendran tres versiones de la incOgritéixsi, X42 ¥ X43). ESto implica un aumento en el
numero total de incégnitas, pero la presencia @elacion critica 4 hace que esta técnica sea
justificada, como se verd mas adelante. En est® edsiuevo sistema de ecuaciones a ser
resuelto, denominadsistema expandiddiene una dimension expandida 6, y puede ser
representado por:

10 10 2 0 2 0 ][ x 10
5 100 5 0 5 0 ||Xy 10
1 0 10 10 1 0 ||x% | _ |10 @)
5 0 5 100 5 X4 10
2 0 1 0 10 10| X4 10
'5 0 5 0 5 100||X,;5]| |10

Aplicando el método de descomposicidon con solapamienthap@ara la ecuacion
critica 4, se obtiene la siguiente descomposicion:

Procesador Incégnitas
P X1Y Xa1
P, XY Xa2
Ps X3y Xa3

Tabla 4: Descomposicion del Ejemplo 2, con solapamiearizig).

Asi, el algoritmo iterativo sincrono sera:

(% (k+D)7]_[10 1077 ([] [2 0][x(K)] [2 0][x(K) 5 107
x,(k+1)| |5 100] %, [5 0] x| — (

(%, (k+1)7_[10 1077 ([, ] [1 0][x(k)] [1 0] %,(K)] . h (119
Xo(k+D)| |5 100] ||b,| |5 O] Xu(K)]| [5 0] xes(K)|
Cx,(k+D)7 [10 10776, ] [2 O x (k)] [1 O %,(k)]
X(k+1) | _110 10| "fiby| |2 O x(K) | _ X, (K) L (12)
Xa(k+D)| |5 100] ||b,| |5 0][x4(K)| |5 O] X,(K)]|

El radio espectral de la matriz comparacipifH') = 0.2105, lo que indica que se
cumple la condicién de convergencia establecid&@-@) y que ademas, como:

0(H)=02105 < p(H 304505 < 1 (13)

se puede esperar que el algoritmo iterativo delersa expandido convergerd mas



rapidamente para el caso con solapamiento.

Ambos algoritmos iterativos fueron implementadoscemputadora y la simulacion
presento los siguientes resultados:

Sin Solapamiento Con Solapamientd
radio espectral de la matfiz 0.4505 0.2105
de comparacién
nimero de iteraciones 14 9
tiempo secuencial 0.435 s. 0.3976 s.

Tabla 5 : Resultados de la resolucion del Ejemplo 2.

O

Es decir que si se utiliza el radio espectral deddriz de comparacion como criterio
de selecciobn de descomposiciones, como se present®-10]; la descomposicién con
solapamiento es seleccionada como mejor y comeraudstran los resultados converge en
un nimero menor de iteraciones y en menor tiempo.

4 CONCLUSIONES

Los métodos de descomposicion de sistemas de engadradicionalmente utilizados
ademas de no poseer dominio sobre la cantidadbdéstemas en el cual el sistema en estudio
es descompuesto y sobre el tamafo relativo de ubsissemas, no tienen en cuenta la
existencia de las ecuaciones criticas que puedeplicar la descomposicién y en ciertos
casos, conducir a que el sistema no converja.

Este trabajo presenté la utilizacion delapamiento parcia(partial overlapping [6]
en conjunto con un método anteriormente public&d@(] para conseguir particiones que
conlleven a una buena convergencia del métoddiiteratilizado en la resolucién de los
diversos sistemas de ecuaciones.

De los resultados experimentales se puede compgleir

» el solapamiento parciapermite resolver en forma alternativa problemas qu
no podrian ser resueltos con una simple particién las ecuaciones
correspondientes a dicho problema, como lo denaues&jemplo 1.

« elradio espectral de la matriz de comparaciomdsugn criterio de seleccion
de descomposiciones como lo demuestra el Ejemplo 2.

En resumen, la presente propuesta nos brinda ulb@i®o superior a las hoy
existentes para la descomposicion de sistemasldgesspeciales de ecuaciones (con
ecuaciones criticas) con el objeto de resolvenosisgemas distribuidos heterogéneos.
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